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Allgemeine Vorbemerkungen

Der Satz von Krasner, von dem hier die Rede ist, kann als einer der
Ausgangspunkte der allgemeinen Theorie der Strukturen gelten. Es geht
dabei um die zentrale Fragestellung, welche neuen Relationen sich mit
rein logischen Hilfsmitteln aus den in einer Struktur vorgegebenen
Relationen definieren lassen. Dies sind nach dem Satz von Krasner die
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unter der Automorphismengruppe der Struktur invarianten Relationen.
Hat man also mit Hilfe dieses Satzes die invarianten Relationen bestimmt,
so kennt man auch die nicht mehr weiter zetlegbaren unter ihnen, die
den Bahnen der Automorphismengruppe entsprechen. Auf diese
Weise kann dann das von der Automorphismengruppe ermoglichte
Ausmall an Beweglichkeit in der Struktur bis in jede Einzelheit beschrie-
ben werden.

Die Theorie der Strukturen i3t viele Ausgestaltungen zu. Der Leser
kann sich davon iiberzeugen, wenn er zum Beispiel so unterschiedliche
Werke wie Bourbaki [5] oder Plotkin [16] zur Hand nimmt. In der
vorliegenden Arbeit wird der Satz von Krasner in drei unterschiedlichen
Situationen vorgestellt, die solchen unterschiedlichen Ausgestaltungen
der Theorie der Strukturen entsprechen: 1. fiir endliche rein relationale
Strukturen, 2. fir Strukturen im Sinne von Krasner, wo die betrachteten
Relationen auch unendliche Stellenzahl haben durfen, 3. fiir Strukturen
im Sinne von José Sebastiao e Silva, wo die Relationen nicht nur die Stufe
eins haben, also Aussagen tber Tupel einer Fundamentmenge entspre-
chen, sondern wo beliebige Stufen 1, 2, 3 usw. zugelassen sind, also auch
Relationen iiber Relationen der Stufe eins usw.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit sind nicht neu. Sie entstam-
men den beiden grundlegenden Atbeiten von Krasner [14] und Sebastiao
e Silva [22]. Die Darstellung ist jedoch in allen drei Situationen eine
eigenstindige. Dabei wurde vorallem auf Einfachheit Wert gelegt. Auch
sollten die Gemeinsamkeiten der drei unterschiedlichen Strukturtheorien
nicht zu kurz kommen. Es ist noch hervorzuheben, daf3 nicht alle in den
beiden genannten Arbeiten von Krasner und Sebastiao e Silva enthalte-
nen Resultate behandelt werden. Insbesondere bleibt die interessante
Theotie der Teilstrukturen von Sebastiao e Silva hier ganz ausgeklam-
mert.

Zu der Atbeit von Sebastiao e Silva, die in portugiesischer Sprache
verfalit ist und lange unverdffentlicht geblieben war, gibt es eine in
italienischer Sprache geschriebene Zusammenfassung [21]. A. J. Franco
de Oliveira hat diese Zusammenfassung ins Englische tibersetzt [8] und
dabei in Anmerkungen auch einige grundlagentheoretische Ziele skiz-
ziert. Die vorliegende Arbeit verfolgt keine solchen grundlagentheoreti-
schen Ziele. Es wird insbesondere nicht versucht, die Theorie der
Strukturen in eine axiomatische Mengenlehre etwa im Sinne von Bernays
& Fraenkel [3] oder im Sinne von Bourbaki [5] einzubetten. Der hier
eingenommene Standpunkt zur Mengenlehre ist der auch sonst in der
Mathematik tbliche, der das Hantieren mit Mengen unter Beachtung
gewisser Vorsichtsmallnahmen als gegeben voraussetzt. Die dem Autor
sympathischste Form dieses Standpunkts wird besser, als es der Autor
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selber konnte, in dem Vorwort beschrieben, das Hanfried Lenz seinen
Grundlagen der Elementarmathematik [15] vorangestellt hat. Wer dar-
tber hinaus noch nach einer philosophischen Diskussion der mathemati-
schen Grundlagenprobleme sucht, der sei auf das tiefsinnige Werk von
Alexander I. Wittenberg [26] hingewiesen.

Die Arbeit ist entstanden als ein Skript zu zwei Vortrigen, die der
Autor im Privatissimum von Professor Ludwig Reich in Graz gehalten
hat. Den Zuhorern, nimlich den Herren Flor, Fripertinger, Gronau,
Reich, Schopf und Schwaiger, dankt der Autor fiir lebhafte Diskussionen
und fir eine Reihe von niitzlichen Anregungen, die an verschiedenen
Stellen im Text zu Klarstellungen und Erweiterungen gefithrt haben.
Professor Ludwig Reich verdankt der Autor die anfingliche Anregung
und die im Fortgang notige Ermunterung, ohne die diese Arbeit nicht
zustandegekommen wire.

Kapitel I. Endliche Strukturen

1. Relationen tiber einer Menge A, Strukturen

Gegeben sei eine Menge A von Elementen a, b, ¢, usw. Die Menge A ist
zunichst (fast) vollig amorph. Ein Element « 146t sich von einem andern
b nicht unterscheiden. Auch Paare lassen sich nicht von andern Paaren
unterscheiden — es sei denn, im ersten Paar (4, a,) wiren etwa die beiden
Elemente identisch, @, = a,, im zweiten Paar (b, b,) nicht identisch,
by # b,. D.h. wir haben aul3er der Identitdt und ihrer Negation zunichst
keine Beziehungen zwischen den Elementen der Menge A.

Nun, um von der amorphen Struktur der Menge .4 loszukommen,
fihren wir Beziehungen zwischen den Elementen ein. Der mathemati-
sche Ausdruck dafiir ist ,,Relationen®. Relationen werden wir mit kleinen
gtiechischen Buchstaben bezeichnen, z.B. ¢, ¥ usw. oder bei zweistelli-
gen Relationen auch oft mit besonderen speziell eingefithrten Zeichen,
etwa <, =, # usw.

Jede Relation ¢ hat eine bestimmte Stellenzahl. Die Stellenzahl kann
Werte 1, 2, 3, ... im Bereich der natitlichen Zahlen annehmen. Ist
s die Stellenzahl der Relation ¢ und sind X, .X,, ... X unter einander
verschiedene Variable, so konnen wir der Relation ¢ die Aussageform
¢ (X, X, ..., X)) zuordnen.

Das will folgendes heil3en : wenn wir in der Aussageform die Variablen
X, durch entsprechende Elemente 4, aus der Menge 4 ersetzen, so
erhalten wir eine Aussage @ (a,, a,, ..., a)), deren Charakteristikum es ist,
dal} sie wahr sein kann oder auch nicht wahr.
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Es kann also fiir jedes s-Tupel von Elementen ,, a,, ..., 4, nur einer von
zwei Fillen eintreten:

entweder es gilt @ (a,, a,, ..., a))
oder es gilt nicht ¢ (4, a,, ..., a,).

Wir werden im ersten Fall abkurzend schreiben:

l_(P (dla ‘lz: (A d;)

dagegen im zweiten Fall:

_|q0(ﬂ1> ﬂz, s dy)

Das Zeichen ,,- bedeutet also soviel wie ,,es ist wahr, daB3 ... oder ,,es
gilt... “. Man kann die ganze Zeile auch so lesen :,,es ist wahr, da3 4, a,, ....
a,in der Relation ¢ stehen® oder auch einfach ,,4,, a,, ..., 4, stechen in der
Relation ¢*.

Unter einer Struktur § verstehen wir also im folgenden eine Menge
A zusammen mit tber A4 definierten Relationen ¢,, ¢,, ..., @,. Zusam-
mengefalit: S= (A4, @, @y, ..., @)

Die Menge der zugrundeliegenden Relationen kann auch leer sein,
dann haben wir den schon betrachteten Fall einer amorphen Menge, in
der aber immer noch die Identitit zwischen Elementen gegeben ist. Die
Menge der zugrundeliegenden Relationen koénnte auch unendlich sein,
aber wir werden diesen Fall systematisch erst im folgenden Kapitel
betrachten.

Durch diesen Strukturbegriff scheinen geometrische Strukturen etwas
bevorzugt vor algebraischen. Bei algebraischen Strukturen geht man ja
gewohnlich von Operationen aus anstatt von Relationen. Da sich aber
jede s-stellige tber der Menge A definierte Operation auch als s+ 1-
stellige Relation auffassen 1d63t, sind algebraische Strukturen nicht von der
Betrachtung ausgeschlossen.

2. Automorphismengruppe einer Struktur S

Wir betrachten Funktionen mit Definitionsbereich .4 und Werten in A,
und zwar fordern wir fiir eine solche Funktion g:

Zuae Agibtes genauecin b e Amit b=g(a). - ,gisteindeutig”
Aus a # b folgt g(a) # 2(b). - g ist umkehrbar®
Zu b € A gibt es ein Element a € A4 mit b = g(a). - ,,gist erschopfend”
Man spricht in diesem Fall auch gern von Abbildungen. ,,Bourbaki“
folgend nennt man Abbildungen mit diesen drei Eigenschaften bijektiv.



Uber einen Satz von Krasner—1. Teil 115

Wir wollen nicht irgendwelche bijektiven Abbildungen der Menge
A auf sich betrachten sondern nur solche, die mit der in .4 gegebenen
Struktur vertriglich sind. Vertriglich hei3t hier, dal3 die der Struktur
zugrundeliegenden Relationen nicht zerstort werden dirfen. D.h. wir
fordern fiir jede der Relationen ¢ = ¢@; (=1, 2, ..., n):

Aus
o, a ..., a)
folgt
Fo(g(a), g(@), ..., g(a)
und aus
o (g(a), £(a), .., 4(a)
folgt

l_(P(dla ‘lz, L) dx)’

Man sagt in diesem Falle auch, die Relation ¢ bleibt unter der Abbildung
g invariant." Bijektive Abbildungen, welche diese Forderungen erfiillen,
heilen Automorphismen der Struktur. Die Gesamtheit der Automot-
phismen der Struktur § wird mit Aut () bezeichnet.

Was 146t sich nun Giber die Menge Aut (§) aussagen?

i) Die identische Abbildung ¢ mit ¢(2) = 4 fiir alle € A4 ist in jedem Fall
ein Automorphismus der Struktur §, wenn auch ein recht trivialer. Also ist
die Menge Aut (8) jedenfalls nicht leer.
i) Seien g, h Automorphismen. Die Funktionskomposition gh ist defi-
niert durch gh(a) = g(h(a)) fiir alle @ € A. Man prift leicht nach, dal3 gh
bijektiv ist, wenn g und 4 es sind, und dal3 gh jede Relation invariant la3t,
die von gund von 4 invariant gelassen wird. Somit ist gh ein Automorphis-
mus, wenn g und 4 Automorphismen sind.

Die Funktionskomposition ist bekanntlich assoziativ. Somit haben wir
in der Menge Aut (§) eine assoziative Multiplikation. Die identische
Abbildung e ist neutrales Element beziiglich dieser Multiplikation.

'Dieser Sprechweise liegt die Vorstellung zugrunde, da3 die Abbildung g nicht nur die
Elemente der Menge A permutiert, sondern auch die Relationen iiber A. Wie eine solche
Wirkung der Abbildung g auch auf Relationen definiert werden kann, werden wir in
Kapitel II und Kapitel III sehen.

Es ist tbrigens leicht zu sehen, dal man fiir endliche Mengen A nur eine von den
beiden angegebenen Bedingungen benétigt, da sie fir endliche Mengen und bijektive
Abbildungen miteinander gleichwertig sind.
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i) Istgein Automorphismus von S, so ist es auch die inverse Abbildung
¢ ' Dazu muB man zeigen, daB3 jede unter g invariante Relation auch
unter g~ invariant ist.

Nehmen wit an |- (4, a, ..., a)

5

Dann gibt es eindeutig bestimmte Elemente &, b,, ..., b, in A, so daf}
a, = g(b), a, = g(b,), usw. Also ergibt sich durch Substitution

(g, 86, - &(b)
Daraus folgt |- (b, b, ..., b)

Aber b;=g"'(a) also - (g ' (2), £ ' (@), . & '(a))

Der umgekehrte Teil der Forderung, der noch nétig ist, 1dBt sich eben-
falls leicht zeigen. Damit haben wir also in Aut () ein assoziatives
Produkt mit Einselement und Inversen. Mit anderen Worten : Aut (§) ist
eine Gruppe.

Wir sagen unbefangen ,,Aut (§) hat die Struktur einer Gruppe®.
Dabei ist zu bedenken, dal man die zweistellige Gruppenoperation
durch eine Relation ... ist Produkt von ... und ... ersetzen kann. Die
einstellige Operation ~' 148t sich durch die Relation ,,... ist Inverse von ...
ersetzen.

3. Drei miteinander verwandte Fragestellungen

Wir wollen jetzt unser Augenmerk auf die drei Fragestellungen® richten,
die uns im folgenden leiten werden:

Frage 1. Welche weiteren Relationen tiber 4 lassen sich allein mit
logischen Mitteln aus den gegebenen Relationen ableiten?

Frage 2. Welche weiteren Relationen tiber .4 bleiben invariant unter
allen Automorphismen der gegebenen Struktur?

Frage 3. Welche Relationen tiber G'= Aut (§) lassen sich aus den
Relationen der Struktur $ und aus der Wirkung der Gruppenelemente
ableiten?

Beispiel zu Frage 1. Sei4 die Menge der reellen Zahlen, S die Struktur,
die wir erhalten, wenn nur die einzige Relation < zugrundegelegt wird.
Welche weiteren Relationen lassen sich aus < definieren? Zum Beispiel

*Die Fragen sind in dieser Form naiv, wie wir bei weiterer Beschiftigung damit noch
schen werden. Aber der Fragende hat ein gewisses Recht auf Naivitit.
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die ,,Zwischenbeziehung*

(o0, 2) 2 (<) Ay <Z) V R<UAY <)
Die Zwischenbezichung { ist aus mehreren Griinden interessant. Die
bijektiven Abbildungen von 4 = R, die { invariant lassen, sind bekannt-
lich die stetigen bijektiven Abbildungen von R auf sich. Das sind mehr als
die monoton wachsenden, welche < invariant lassen.

Zum andern erhalten wir einen Hinweis, wie wir vorzugehen haben :
die Definition ist aufgebaut aus den logischen Konnektiven A und
Vv sowie aus Aussageformen, x <y, y <g, usw., die man mittels der
zugrunde gelegten Relation < bilden kann.

Jede Abbildung, bei welcher die Relation < invariant bleibt, li3t offen-
sichtlich auch die Zwischenbeziehung invariant. Wir werden also vermu-
ten, dal dies allgemein gilt : jeder Automorphismus einer Struktur §' 146t
auch alle Relationen invariant, die sich allein mit logischen Hilfsmitteln
aus den Grundrelationen der Struktur ableiten lassen. Ob davon auch die
Umkehrung gilt, ist noch eine weitere Frage: d.h. sind die unter Aut (§)
invarianten Relationen vielleicht etwa gerade diejenigen, die sich allein mit
logischen Hilfsmitteln aus den gegebenen Relationen der Struktur
S ableiten lassen?

Damit haben wir einen Blick fiir die méglichen Beziehungen zwischen
den Fragestellungen 1) und 2) gewonnen. Die dritte Fragestellung 3) ist
offensichtlich analog zu 1) aber fiir einen anderen Anwendungsbereich
gestellt. Betrachten wir noch Beispiele zu 3).

Erstes Beispiel zu 3

S sei die euklidische Ebene. In S ist als eine der Grundrelationen gegeben
die Kongruenz = von Strecken. Aut (§) ist bekanntlich die Gruppe der
Ahnlichkeitstransformationen. Fiir jede Ahnlichkeitstransformation g gilt
PO=P 0, <g(P)3(LQ) =2(L)g(L)-

In G'=Aut (8) gibt es spezielle Ahnlichkeitstransformationen, die
nicht nur jede Figur in eine dazu dhnliche tberfihren, sondern in eine
dazu kongruente (d.h. deckungsgleiche). Sie heilen Bewegungen. Fur die
Bewegungen g gilt : PO = g(P)g( Q) fir alle Punkte P, Q.

Somit haben wir eine Definition der Bewegungen innerhalb der
Ahnlichkeitstransformationen unter Zuhilfenahme der Relation = und
der Wirkung der Gruppenelemente g auf die Punkte.

4. Ableitbarkeit von Relationen

Wir wollen uns jetzt mit der Fragestellung 1) beschiftigen und uns durch
Beispiele und daran ankniipfende Uberlegungen an eine Antwort heran-
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tasten. Natitlich ist die Fragestellung nicht von der Art, dal} es ohne
Zweifel nur eine eindeutige Antwort geben miifite. Die Antwort, die wir
uns geben kénnen, wird davon abhingen, was wir unter ,,rein logischen
Hilfsmitteln“ verstehen wollen.’

Wir hatten schon gesehen : zu jeder Relation gehéren gewisse Aussage-
formen. Aussageformen lassen sich mit den Mitteln logischer Kalkiile zu
neuen Aussageformen verkniipfen. Betrachten wir dazu zunichst noch
ein weiteres Beispiel. Sei A4 die Menge {1, 2, 3, 4, 5}. Eine Relation 146t
sich dadurch festlegen, dall man alle Tupel aufschreibt, fir welche sie
erfillt sein soll. Sei also p die 2-stellige Relation, die genau fir die
folgenden Paare erfillt ist:

{(1,2), 2,3), (3,4), 4,5), 5, 1)}. In Abb. 1 ist das durch die mit
Pfeilen versehenen Kanten des Flnfecks angedeutet.

Zu p bilden wir mit zwei Variablen x, y die Aussageform p(x;, ) und
betrachten die neue Aussageform (3z) (p(x; ) A p(3,)). Sie definiert
eine neue Relation, die im Bild durch die Diagonalen im Fiinfeck
angedeutet ist.

In den bisherigen Beispielen hatten wir nur Verknipfungen von
Aussageformen durch logische Konnektive. Das letzte Beispiel zeigt
jedoch, dal3 eine Beschrinkung auf den logischen Kalkiil der Aussagenlo-
gik zu eng wire. Wir werden also mindestens mit dem Pridikatenkalkil
erster Stufe zu arbeiten haben.

Versuchen wir nun, die Beispiele zu verallgemeinern. Dazu miissen wir
Regeln aufstellen, wie wir aus gegebenen zuldssigen Relationen neue

4

Abb. 1

*Man miiBite also, um genauer zu sein, die Art der logischen Hilfsmittel noch niher
spezifizieren.
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bilden dirfen. Den Ausgangspunkt bilden dabei die der Struktur
S zugrundeliegenden Relationen @, @,, ..., ¢, sowie die Identitit =.

Das geht am besten, wenn wir zunichst nur logische Formeln (also
Aussageformen) bilden, und dann sagen, wie diese als Relationen inter-
pretiert werden sollen. Das Alphabet, aus dem wir die logischen Formeln
bilden, besteht aus den Relationszeichen ¢, ..., ¢,, den logischen Zei-
chen = A 713 sowie den Hilfszeichen, () und aus einem abzihlbar
unendlichen Vorrat an Zeichen £, Z,, ... fiir Variable.

Die Bildungsregeln sind die Regeln fiir die Bildung von Formeln in
einem rein trelationalen Pridikatenkalkil erster Stufe.

F1) Sind X und X, irgendwelche Variable (d.h. irgendwelche der
Zeichen Z,, Z,,...), so ist X; = X, eine Formel.

F2) Sind X, X, ..., X; irgendwelche Variable (irgendwelche der Zei-
chen 7, 7,,..) und ist s() die Stellenzahl der Relation ¢, so sind
0,(X,, X,, ..., X)) Formeln fiir /=1, 2, ..., . Die Formeln der durch F1)
oder F2) gegebenen Gestalt heillen Primformeln.

F3) Ist O eine Formel, so ist auch (D) eine Formel.
F4) Sind @, und ®, Formeln, so ist auch @, A D, eine Formel.

F5) Ist @ eine Primformel oder eine Formel der Gestalt (‘P), so ist auch
—1® cine Formel.

F6) Ist @ cine Primformel oder eine Formel der Gestalt (W), und ist
X eine beliebige Variable, so ist auch (3.X)® cine Formel.

Freie Variable sind diejenigen Variablen einer Formel, die nicht im
Wirkungsbereich eines Quantors stehen. Die tbrigen Variablen heien
gebundene Variable.

Sei nun P eine Formel und seien Y, Y, ..., Y, die freien Variablen, die
in ® vorkommen, in itgendeiner fest vorgegebenen Reihenfolge. Fur die
Interpretation der Formel als Relation p tber A ist die Reihenfolge
wesentlich. Wir deuten das durch die Bezeichnung

p:= q)|)'1,Y2,...,Y, an.

Wenn wit in @ fiir jede der freien Variablen Y, eine Substitution Y,—a,
mit ,in A vornehmen, so wird aus der Aussageform @ eine Aussage mit
cindeutig bestimmtem Wahrheitswert, die wir mit

®ly. .. vyou....v.sa, bezeichnen.
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Die Interpretation der Formel @ als Relation @)y, y, . tGber A bei der
gegebenen Reihenfolge der freien Variablen ist dann wie folgt definiert :
—®ly. v, v, (a,4a,..,a) dann und nur dann, wenn die Aussage
Yiovay, Yysay, ., Yomra, WANT 1SE.
Definition. Wir nennen die Relation ¢ aus ¢, ..., ¢, ableitbar, wenn es
eine Formel @ mit freien Variablen Y}, ..., Y gibt,sodall ¢:= @l ;. ;.
Mit dieser Definition haben wit, so scheint es, eine sinnvolle Antwort
auf die Fragestellung 1) gefunden. In welchem Zusammenhang diese
Antwort wirklich befriedigend ist, dartiber werden wir spiter noch mehr
erfahren.
Als erstes machen wir die Beobachtung:

Satz 1. Ist @ aus @,, @, ..., @, ableitbar, so bleibt die Relation ¢
unter allen Automorphismen der Struktur S=S(A, @, @,,..., @)
invariant.

Der Beweis des Satzes erfolgt durch Induktion tiber den Formelaufbau
und ist nicht schwierig. Wir wollen hier nicht niher darauf eingehen.
Dieser Satz ist im Gbrigen im allgemeinen Bewulitsein so sehr zu einer
Selbstverstindlichkeit geworden, dal man kaum wagt, ihn an die Tafel zu
schreiben.

Merkwiirdigerweise ist aber weit weniger bekannt, wie es mit der
Umkehrung der Aussage dieses Satzes steht. Wenn eine Relation ¢ unter
allen Automorphismen der Struktur § invariant bleibt, ist sie dann aus
@15 Py - @, ableitbar? Das bringt uns zum nichsten Punkt.

5. Der Satz von Krasner (fiir endliche Strukturen)

Der Satz von Krasner [14] befal3t sich in seiner urspriinglichen Form mit
den invarianten Relationen einer beliebigen Permutationsgruppe G, die
auch unendlich sein kann. Er gibt ein Kriterium daftr an, daf eine
beliebige Menge von Relationen gerade die Menge aller invarianten
Relationen einer Permutationsgruppe G'ist. Das Kriterium ist die Abge-
schlossenheit gegentiber gewissen Operationen, die fiir Relationen in der
zitierten Arbeit von Krasner definiert sind. Dabei zieht Krasner auch
Relationen unendlicher Stellenzahl in Betracht. Wir haben uns in diesem
einleitenden Kapitel von vornherein auf Relationen endlicher Stellenzahl
beschrinkt und wollen uns im folgenden nun auch auf endliche Struktu-
ren beschrinken.

Von jetzt ab seien also alle Strukturen endlich. Dann sind selbst-
verstindlich auch die Automorphismengruppen endlich. Dem Satz
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von Krasner it sich dann folgende Form geben™ (vgl. [12], [17]
und [4]):

Satz 2 (Hauptsatz von Krasner). Sei4 eine endliche Menge und § die
Struktur §'=S5(A4, @, ..., @,). Eine Relation ¢ ist genau dann invariant
unter allen Automorphismen von 5, wenn sie aus den Relationen
@1, Qo ., @, ableitbar ist.

Wir wollen aus diesem Satz noch ein Korollar ableiten. Es bezeichne
G die Automorphismengruppe Aut (§).

Betrachten wir zwei z-Tupel 4, a,, ..., @, und b, ..., b, von Elementen
aus 4. Dann konnen wir uns fragen, ob es ein Gruppenelement g gibt,
welches das erste 7-Tupel in das zweite Gberfithrt. Das ist sicher dann
nicht der Fall, wenn zum Beispiel ¢, = a, aber b, # b,, oder allgemeiner,
wenn es eine aus @, @,, ..., @, ableitbare Relation ¢ gibt, so daf}

=@ (a, a,, ..., a) abet @ (b, by, ..., b).

Definition. a) Zwei m-Tupel a,, a, ..., a,und b, b,, ..., b, heilen dquiva-
lent beziiglich der Permutationsgruppe G, wenn es ein g€ G gibt mit
b=g(a) tiri=1,2,...,m.

b) Zwei m-Tupel a,, a, ..., a,,und b,, b,, ..., b, heilen (in der Struktur )

logisch dquivalent, wenn flr jede aus @, ..., @, ableitbare m-stellige
Relation ¢ entweder

oy, a..ya,) und @ (b, b, ..., b,)

*Der Satz von Krasner [14] hat eine etwas verwickelte Geschichte. Als erster hat wohl
José Sebastiao e Silva in seinen lange vergessen gebliebenen Arbeiten [21] und [22] die
formale Logik auf die Problemstellung von Krasner angewendet allerdings ohne die
Arbeit von Krasner zu kennen. Er hat dabei die wesentlichen Resultate von Krasner in
anderer Form wiederentdeckt.

In der hier angegebenen Form wurde der Satz von Krasner zuerst in der Arbeit [4] von
Bodnarcuk, Kaluznin, Kotov und Romov ausgesprochen und bewiesen. In Arbeiten von
Lew A. Kaluznin und seinen Schilern wutrde diese Form des Satzes auf zahlreiche
Probleme der Algebra und Kombinatorik angewendet. Hieriiber kann man sich in den
beiden Biichern [12] von Klin, Pdschel und Rosenbaum und [17] von Kaluznin und
Poschel orientieren.

Das meiste, was in Kapitel I behandelt ist, kann man ebenfalls dort nachlesen.

Interessante weiterfithrende Anwendungen aus diesem Ideenkreis findet man in [7]
und [11].
> Bin analoger Satz 138t sich auch fiir Endomorphismen einer Struktur aussprechen. Dann
muf} man den Begriff einer invarianten Relation so erweitern, dal3 nur die erste der beiden
Bedingungen aus §2 gefordert wird. Man beachte dabei, daB fur nichtumkehrbare
Abbildungen (oder fir unendliche Mengen .4) die zweite Bedingung nicht mehr aus der
ersten folgt. Die zur Ableitung von Relationen zugelassenen Hilfsmittel sind dagegen auf
die Weise einzuschrinken, daf3 die Negation von Formeln nicht mehr verwendet wird

(vgl. [17], Kapitel 1.3).
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oder

_1(,0(511, db M ﬂm) und _| q)(bl) b2> A bm)

Teil b) der obenstehenden Definition besagt also, daf} sich die beiden
m-Tupel mit den in der Struktur S gegebenen logischen Mitteln nicht
unterscheiden lassen.

Korollar zum Satz von Krasner (Beweglichkeitsprinzip). Die -
Tupel a,, a,, ..., a,,und by, b,, ..., b, sind genau dann dquivalent beziiglich
der Gruppe G'= Aut (§), wenn sie in der Struktur S logisch dquivalent
sind.

Zum Beweis betrachtet man die Bahn des #-Tupels 4, a,, ..., a, unter
der Gruppe G'= Aut(S). Die Bahn besteht definitionsgemil3 aus allen
m-Tupeln g(a,), g(a,), ..., g(a,), wobei g die Gruppe G'durchliuft. Der Bahn
entspricht eine Relation f3, die fiir ein 7-Tupel genau dann erfillt ist, wenn
das #-Tupel zur Bahn gehort:
=B (e & - ¢,) dann und nur dann, wenn es ein g € G gibt mit

o =g(@), &, =8(@), ., ¢, = 4(a,)-

Nun seien a,, a,, ..., a,,und b,, by, ..., b, in der Struktur § logisch dquiva-
lent. Dann betrachten wir die der Bahn entsprechende Relation . Man
sieht leicht, daBl § unter G invariant ist. Nach dem Satz von Krasner ist
f daheraus @, @,, ..., @,ableitbar. Demnach diirfen sich nach Vorausset-
zung a,, a, ..., a,, und by, by, ..., b, nicht durch f unterscheiden lassen.

Selbstverstindlich liegt das #-Tupel a4, a,, ..., 4, in seiner eigenen Bahn,
denn es gilt 4, = ¢(a,), a, = ¢(a,) usw. Daraus folgt

FB(ay, ay .y a,).

Somit gilt auch

By, by ..y b,).

Also liegt das 7-Tupel b,, b,, ..., b, in der Bahn von a4, a,, ..., a, und das
heil3t nichts anderes, als daf3 die beiden 7-Tupel dquivalent sind beztiglich
G.

Nehmen wir nun an, a, a,, ..., @, und by, b,, ..., b, seien dquivalent
beziglich der Gruppe G. Betrachten wir nun irgendeine »-stellige aus
@15 Py ..., @, ableitbare Relation ¢. Nun bleibt ¢ unter allen Abbildungen

g der Gruppe G invariant. Da nun b, =g(a,), b, =g(a,) usw. fir ein
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passendes g, so folgt
o, b, ..., b,), wenn

@, a, ..., a,) und
=@ (b, by, ..., b,), wenn

_|(p(dls 423 cees ﬂm)'

D .h. in keinem Fall lassen sich die beiden #-Tupel durch ¢ unterscheiden.
Mithin sind sie logisch dquivalent.

Beweis des Satzes von Krasner

Zum Beweis bendtigen wir fiinf einfache Hilfssitze’.

(5.1) Ableitbarkeit ist eine transitive Beziehung, d.h. sind die Relationen
Vi, Wy s W, aus @y, @, ..., @, ableitbar und ist Y aus Yy, Vo, .. Y,
ableitbar, so ist ¥ auch aus @4, @,, ... @, ableitbar.

Dies erkennt man daraus, daf3 es fiir die Neubildung von Formeln und
fir die Interpretation von Formeln als Relationen keinen Unterschied
macht, ob man mit Primformeln ¢,(X;, ..., X) beginnt oder bereits mit
zusammengesetzen Ausdriicken fiir diese Primformeln.

(5.2) Jede m-stellige unter G invariante Relation o ist aus Relationen
ableitbar, die genau fiir die m-Tupel einer Bahn erfiillt sind.

Ist ndmlich o fir ein m-Tupel 4, a,, ..., a,, erfillt, so ist o auch fiir alle
m-Tupel der Bahn von a4, a,, ..., a, erfillt. Es kdnnen aber nur endlich
viele Bahnen auf diese Weise in o enthalten sein, etwa f3, ..., f,. Zur
Ableitung von o aus den Bahnen gentigt dann das Konnektiv v, das eine
Abkirzung ist fir =1 (71 ... A T,

(5.3) Zu jedem #-Tupel a,...,a, gibt es eine eindeutig bestimmte
minimale aus @, ..., @, ableitbare Relation ¢ mit den Eigenschaften:

) Fo(a, ay ..., a,) und

il) aus |- (b, by, ..., b,) fur itgendein #-Tupel by, b, ..., b, folgt

= (b, b,, ..., b,) fir jede aus @,, ..., @, ableitbare Relation i, fiir welche
=V (a, a, ..., a,).

Zum Beweis von (5.3) betrachtet man alle méglichen Relationen ¢ mit
der unter i) geforderten Eigenschaft. Es konnen nur endlich viele sein,
und daher kann man aus ihnen mit den gleichen Variablen erhaltene
Aussageformen durch das Konnektiv A verkniipfen.

%In der Literatur sind mehrere Beweise fiir diese Form des Satzes von Krasner veréffent-
licht worden (vgl. [4], [10] und [18]). Der Beweis in [18] stiitzt sich auf einen bekannten
modelltheoretischen Satz von Kochen [13]. Der hier gegebene Beweis hat am meisten
Ahnlichkeit mit dem Beweis in [10].
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Sei nun | A| = # und betrachten wir die Elemente von A in einer fest
vorgegebenen Reihenfolge : 4, a,, ..., a,.

Fir dieses #-Tupel existiert nach (5.3) die minimale ableitbare Relation
¢ mit der Eigenschaft, daB3 |- ¢ (4, a, ..., a,).

Betrachten wir nun ein beliebiges #Tupel &, b,, ..., b, mit
|—(/)(b1, 172! s bn)

Wegen der Minimalitit von ¢ gilt dann 4, # b, fir 4, j=1, 2,..., n. Die
Abbildung g mit g(a) = b, fur /=1, 2,..., n ist deshalb bijektiv. Wir
behaupten:

(5.4) ge G=Aut (5).

Angenommen g liee eine der Relationen ¢, ..., ¢, nicht invariant,
etwa @;, und sei s = 5(7) die Stellenzahl von ¢,. Dann gibe es Elemente
Gi1ys Ga)s -+ B9, O dalB

= @@, 40, - a) aber

- ©,g(@0), £(@2); -5 L(ayy))-
Nun ist g(41)) = by, (a0) = by usw. Also folgte

— (P,:(h,/m, by o5 by

Betrachten wir nun die ableitbare Relation

Vi=(p(Yy, .., Y) A QD,'(Y;(D),---, Y}(;)))|Y1,Y2,..,,Y,,

dann wiirde sich ergeben

VY (a, a, ..., a) aber (b, by, ..., b).

Dies widerspricht der Minimalitit von ¢.

(5.5) Umgekehrt besteht G = Aut (§) auch nur aus Abbildungen wie den
in (5.4) betrachteten. Dies ist deswegen so, weil die Relation ¢ unter
G'invariant ist.

Wegen (5.1) und (5.2) geniigt es nun zu beweisen, daf3 fiir beliebige
Stellenzahl 7 jede m-stellige Bahn aus ¢ ableitbar ist. Dazu betrachten wir
ein m-Tupel ¢, ¢, ..., ¢, Bs gilt ¢ =a, ¢, =ay,,...,c, = a, fir eine
passende Funktion 7— /(7).

Die Bahn von ¢, ¢, ..., ¢, besteht nach (5.4) und (5.5) genau aus
denjenigen »-Tupeln by, b, ..., by, fir welche ein #-Tupel b, ..., b,
existiert mit

o, ..., b).

Die entsprechende Relation ffist aber aus ¢ ableitbar. Um das einzusehen
bilden wir die Formel ®: ¢ (Y, Y,,., Y)AX, =Yy A .. AX =Y,

J )

in den freien Variablen Y, Y,, ..., Y, und X, X, .., X . Die freien
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Vatiablen binden wir dutch Quantoren (3Y)), (3Y,) usw. Man tiberzeugt
sich nun leicht, daf3

AY)(@AY)..AY)o)..)

X1,X, ., X,

die gewtinschte Ableitung von f§ aus ¢ ist.

Kapitel II. Die Krasnersche Algebra der Relationen

1. Einfiilhrung

In diesem Kapitel wird es uns darum gehen, die in Kapitel I eingeftihrten
Fragestellungen auch im Unendlichen zu untersuchen. Wir werden uns
dabei hauptsichlich auf die grundlegende Arbeit von Krasner [14] stiitzen
und uns auch in den Bezeichnungen nicht allzu weit von Krasners
sparsamen Konventionen entfernen.

Permutationen wollen wir links von den permutierten Objekten schrei-
ben wie bei der in Kapitel I verwendeten funktionalen Schreibweise.
Jedoch werden wir die Klammern um das Argument hiufig der Kirze
halber weglassen. Wird irgendeine Operation wie ~, *, A, » usw. auf
Elemente x, j, 3, 1, angewendet wie z.B. in x~, y %, 24, " usw. und sind
X, Y, Z, R, abgeleitete Objekte wie zum Beispiel Mengen, Relationen,
usw., auf denen analoge abgeleitete Operationen definiert werden kon-
nen, so verwenden wir auch fir die abgeleiteten Operationen die entspre-
chenden Bezeichnungsweisen wie X ™, Y*, Z4, R” usw.

Wirkung einer Gruppe anf eine Menge

Seien gegeben eine Gruppe G und eine beliebige nichtleere Menge X.
Eine Abbildung (g, x) — g °© x, die jedem Paar (g, x) mitge G, x€ Xein

eindeutig bestimmtes Element g °x € X zuordnet, heiit Wirkung der

Gruppe G auf der Menge X, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(W1) go(hox)=(gh) °x,
(w2) bezeichnet e das neutrale Element der Gruppe, so gilt ¢ © x = x fiir
alle xe X

Ist (g, x) = g°x eine Wirkung, so sind die folgenden Aussagen leicht
einzusechen.

(1.1) Fiir jedes feste g€ G sind x—>g°x und x—g ' °x zueinander
inverse Abbildungen der Menge X.

(1.2) Sei U eine beliebige Untermenge der Menge X. Dann bilden die
g€ G, die U elementweise festlassen eine Untergruppe G, von G.
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Wenn eine Wirkung der Gruppe G auf einer Menge X gegeben ist, so
werden wir auch sagen: ,,G wirkt auf der Menge X

Sei (g, x) = g © x eine Wirkung und betrachten wir die Relation x = . 9,
die genau dann erftlltist, wenn es ein Element ge G'gibt, so daB3 g o x = 5.
Esgilt x=r¢ox,alsox= x Istx=gcy sofolgtg ' cx=g""0°(g°y)
=¢ oy =y und daher ist die Relation = . symmetrisch. Ist schlieBlich
x=goy, y=heog,so folgt x=go°(h°g)=(gh) °zund somit ist die
Relation 2 auch transitiv; sie ist also eine Aquivalenzrelation. Die
Klassen beztglich = . nennt man auch Bahnen.

(1.3) Sei x ein beliebiges Element von X. Die das Element x enthal-
tende Bahn ist gleich der Menge G o x = {g°x:g€ G}.

Die Wirkung (g, x) — g © x wird effektiv (oder treu) genannt, wenn Gy,
fir die Untermenge U = X die triviale Untergruppe von G'ist, die nur aus
dem Einselement ¢ der Gruppe besteht. Wir werden in diesem Fall auch
sagen, G wirke effektiv (oder treu) auf der Menge X. Wir werden uns im
folgenden nur mit effektiven Wirkungen beschiftigen.

Permutationen and Permutationsgruppen

Bijektive Abbildungen einer Menge X auf sich heilen auch Permuta-
tionen. (Dies ist in Wirklichkeit die 4ltere Benennung.) Die Funktions-
komposition zweier Permutationen ist wieder eine Permutation. Die
Funktionskomposition der identischen Abbildung ¢ mit irgendeiner
Permutation g ist unabhingig von der Reihenfolge der Faktoren gleich g.
Ferner liefert die Funktionskomposition einer Permutation g mit ihrer
Inversen g ' die identische Abbildung. Da die Funktionskomposition
bekanntermalBlen assoziativ ist, bilden die Permutationen der Menge
X also eine Gruppe beziiglich der Funktionskomposition als Gruppen-
operation. Sie wird die symmetrische Gruppe auf der Menge X genannt
und durch Sym (X) bezeichnet.

Sei nun G eine Untergruppe von Sym (X'). Fiir jedes g € G'und jedes
x € X gibt es dann das eindeutig bestimmte Bild g(x) des Elementes
x unter der Abbildung g¢. Man sieht nun sofort, dal3 die Abbildung
(g x) = g(x) die Eigenschaften ciner effektiven Wirkung hat.

Sei g € Sym (X). Die Bahnen der zyklischen Untergruppe < g) heilen
auch Zyklen der Permutation g. Die Bahn eines Elementes x € X besteht
aus den Elementen g'x, wobei 7 alle ganzen Zahlen durchliuft. Wenn
irgendzwei von diesen Elementen zusammenfallen, g'x = g/x, so folgt
g x=x

Wir kdnnen annehmen, dal 7 — ;7> 0. Sei # die kleinste nichtnegative
Zahl, fiir welche g” x=x. Dann sind g'x=1x; g'x, g°x, ..., 2" 'x alle
untereinander verschieden. Ist g’ x gegeben, so erhalten wir mit Hilfe des
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Euklidischen  Algorithmus /=wm+r mit 0<r<n Es folgt
g'x=g"(g"(x) =g xund die Bahn besteht aus den Elementen g"x, wo
0 <r<n Wir kénnen uns demnach die Elemente x = x;, xi,... eines
endlichen Zyklus immer so indiziert denken, daBl gx;=wx;,, und
g%,_1 = x,. Wenn keine zwei Elemente g’xund g/ fiir ganze Zahlen 7 # /
zusammenfallen, so erhalten wir einen unendlichen Zyklus. Dessen
Elemente denken wir uns so indiziert, da x, = g’x. Dann folgt dhnlich
wie oben fir endliche Zyklen die Beziehung gx; = x;,; aber diesmal fiir
alle ganzen Zahlen 7.

2. Relationen beliebiger Stellenzahl

Es seien gegeben:

a) eine Kardinalzahl Q,,

b) zu jeder Kardinalzahl Q <Q  eine Menge U, der Michtigkeit
Ul =9,

¢) zujeder Untermenge W< U, eine Bijektion ¢, von W auf die Menge
Uy

‘Irll diesen Festsetzungen liegt eine zum Teil (jedoch nicht ganz)
vermeidbare Willkiir.” Da jede Menge wohlgeordnet werden kann, gibt es
zu jeder Michtigkeit Q eine kleinste mogliche Ordnungszahl. Sie heil3t
Anfangszahl zu Q und wird mit a(€) bezeichnet. Die Menge detr
Ordnungszahlen v < () ist wohlgeordnet vom Ordnungstyp (€2) und
hat die Michtigkeit Q. Wir konnen unsere Auswahl so treffen, dal U,
gerade diese Menge wird. Wenn nun Q, < Q,, so wird bei dieser Auswahl
Ug, € U,

Eine beliebige Untermenge W< U, ist wohlgeordnet und 1463t sich
kanonisch auf einen gewissen Anfangsabschnitt von Uy, abbilden. Dieser
Abschnitt kann jedoch die Menge U}y als echten Teil umfassen. Wir
konnten also die Willklr bei der Auswahl von e, nur vermeiden dutrch
Angabe einer kanonischen Abbildung einer beliebigen wohlgeordneten
Menge der Michtigkeit || auf ihren Anfangsabschnitt ;) vom Otd-

nungstyp a(|W]).

7Um die angesprochene Willkiir ganz zu vermeiden, kénnte man Krasners Theorie von
Ordnungszahlen ausgehend aufbauen. Fiir jede Ordnungszahl o wire die Menge U, der
Ordnungszahlen v < w als natiirlich gegebene Referenzmenge einzufithren. Jede Unter-
menge WS U, wire dann ebenfalls wohlgeordnet, und es gibe eine kanonische
ordnungstreue Abbildung von W auf den entsprechenden Anfangsabschnitt U, von U,
Jedoch wiirde sich dann bei den Relationen, die man auf der Grundlage der verschiedenen

Ordnungstypen definieren konnte, eine gewisse redundante Wiederholung einstellen.
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Betrachten wir eine Menge .4 wie in Kapitel 1. Es wird hier und im
folgenden stets vorausgesetzt, daf3 4| < €. Jede Abbildung P: Uy —.A
definiert einen Punkt der Dimension Q mit Komponenten in .4°. Die
Menge aller Punkte der Dimension Q wird durch A? bezeichnet und
heiBt die cartesische Potenz von A4 der Ordung Q.

Eine Relation der Dimension (oder Stellenzahl) Q iber A wird
definiert durch eine Aussageform p, die sich auf Punkte der Dimension
Q bezieht. Wie in Kapitel I gebrauchen wir die Schreibweise

|— p(P) um auszudricken, dafB3 die Aussage p (P) waht ist, und
—{ p(P) im entgegengesetzten Fall.

Fiir eine Relation p bezeichne G(p) die Menge aller Pe 4%, fiir welche
|— p(P). Diese Menge heil3t Graph der Relation p.

Relationen mit demselben Graphen werden nicht unterschieden, wenn
sie auch dieselbe Dimension haben. Jedoch sehen wir die leeren Relatio-
nen unterschiedlicher Dimensionen als verschieden an. Dies bedeutet
also, dall Aussageformen, die sich auf Punkte derselben Dimension
beziehen, zur selben Relation fithren, wenn sie dquivalent sind.

3. Operationen auf Relationen

Komplement

Fur eine beliebige Relation p der Dimension  bezeichne p~ die Relation
mit der Eigenschaft

I p~(P) dann und nur dann, wenn - p(P).

Die Relation p~ wird auch Komplement von p genannt. Fir die Graphen
der Relationen p und p~ gelten die Formeln G(p) U G(p~) =A% und

Gl NG(p™) = g.

Durchschnitt und Vereinigung von Relationen

Sei R eine Menge von Relationen tiber A von derselben Dimension. Dann
bezeichnet [R] die Relation mit G([R]) = Ner G(p) und (R) die
Relation mit G((R)) = U e G(p). Es gilt (R) = [R7]".

¥ Die Terminologie “point” stammt von Krasner. Sie ist nicht als eine Beschrinkung der
Theorie auf in irgendeinem Sinn geometrische Strukturen zu verstehen. Wiirden nur
Punkte endlicher Dimension betrachtet, so wire es angemessener von Tupeln zu reden.
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Transformierte beziiglich einer Permutation 1.

Sei 4 eine Permutation der Menge U, Fir den Punkt P:#— Pu det
Dimension Q bezeichne P4 den Punkt mit P/A: #— P (A (x)).

Fur eine beliebige Relation p der Dimension Q bezeichnet dann p4 die
Relation, fiir welche |- pA(P7) fiir alle und nur die Punkte P, fiir die
= pP).

Die Relation p 4 heift Transformierte von p beziglich A. Fiir den
Graphen von p/ folgt die Formel G(p ) = G(p) A.

Projeketion

Sei W eine Untermenge von U, Fir einen beliebigen Punkt P der
Dimension € sei P, der Punkt der Dimension |W/| mit P: ey, w— Pw
(we ).

Fir eine beliebige Relation der Dimension Q bezeichnet dann p, die
Relation der Dimension |IF7], fiir welche

|— p(Q) dann und nur dann, wenn es einen Punkt P gibt, so da3
= p(P)und O=Py.
Die Relation p, heiit Projektion von p auf die Untermenge W. Fiir den
Graphen von py, gilt G(p ) = (G(p)) -
Erweiterung

Sei IV eine Untermenge von Uy und Q ein Punkt der Dimension |IV|. Es
bezeichne 0" die Menge der Punkte P der Dimension Q mit der
Eigenschaft P, = Q.

Fiir eine beliebige Relation p der Dimension || bezeichnet dann p"
die Relation der Dimension Q, fiir welche

- p"(P) dann und nur dann, wenn |- p(P,).

Die Relation p“"/? hei}t Erweiterung von p beztiglich W< Uy, Fir den
Graphen von p" gilt G(p™") = (G(p))"".

Quasi-Diagonale beziiglich einer Permutation A

Sei A eine Permutation von Uj,. Es bezeichne A* die Relation, fir die
|- A*(P) dann und nur dann, wenn PA = P.

Diese Relation heif3t Quasi-Diagonale bezuglich A.

I, und O, bezeichnen die Relationen mit den Graphen G(/,) =A%
und G(Op) = @. Die Relation [, ist die Quasi-Diagonale beziiglich der
identischen Permutation und es gelten die Beziechungen O, =/,
Io=05.
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Die oben definierten Operationen p—p~, R—>[R], p—=pL, p—= Py
und p — p™ heiBen (logische) Grundoperationen.”

Eine bezlglich der Grundoperationen abgeschlossene Menge von
Relationen tiber A, die alle Quasi-Diagonalen enthilt, heil3t (logisch)
Q,-abgeschlossen. (Krasner gebraucht dafur den Ausdruck ,,logiquement
fermé, au dessous €. Ein in der neueren Literatur tiblicher Name dafuir
ist Krasnersche Algebra erster Art.)

Bemerkungen

1) Sei R eine Menge von Relationen. Es gibt dann stets -abgeschlosse-
ne Mengen, die R enthalten. Zum Beispiel die Menge aller Relationen
Uber A fiir alle Dimensionen Q < Q.

2) Sind R, und R, logisch -abgeschlossene Mengen von Relationen, so
ist auch ihre Schnittmenge R, N R, logisch -abgeschlossen. Dasselbe
gilt von Schnittmengen beliebig vieler logisch € -abgeschlossener Men-
gen von Relationen. Fiir eine beliebige Menge R von Relationen ist daher
die Schnittmenge tber alle logisch €)-abgeschlossenen Relatio-
nenmengen O 2 R selbst logish Q-abgeschlossen. Wir bezeichnen diese
Menge durch (R, Q,> und nennen sie den (logischen) Q,-Abschlufl von
R (oder die von R erzeugte Krasnersche Algebra). Wenn eine Relation
o zum Q-Abschluf von R gehort, so werden wir auch sagen, sie sei aus
der Relationenmenge R logisch € -ableitbar (oder schlicht ableitbar,
wenn es nicht notwendig ist, an die Relationenmenge R oder an die obere
Grenze Q, zu erinnetn).

4. Eigenschaften der Krasnerschen Relationenalgebren

Es sollen zuerst einige Eigenschaften des €-Abschlusses der leeren
Menge untersucht werden, die wir spiter benotigen.

Sei P : u— Pu ein beliebiger Punkt. P heil3t umkehrbar (oder injektiv),
wenn flr # # vstets Pu # Pp gilt. Pheil3t erschopfend (surjektiv), wenn es
zu jedem a € A ein u € U, gibt, so dall Px= a. Ein injektiver und
sutjektiver Punkt 2 muf3 notwendigerweise die Dimension [A4| haben;
cinen solchen Punkt nennen wir bijektiv.

Satz 1.a) Fur jede Dimension Q < |.A| ist die Relation 7,, die fur alle
injektiven Punkte und nur fir diese erfiillt ist, aus der leeren Menge

Q,-ableitbar.

’Im endlichen Fall kann man sich vergewissern, daf3 die Ergebnisse der genannten
Operationen stets ableitbare Relationen im Sinne von Kapitel I, §4 sind. Man vergleiche
dazu die instruktive Tabelle in [17] (s. Tabelle 3, Seite 67).
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b) Fir die Dimension |A| ist die Relation 4, die fiir alle bijektiven
Punkte und nur fiir diese erfilllt ist, aus der leeren Menge € -ableitbar.

Beweis: a) Wit bezeichnen mit 4, die Permutation von U, welche die
Elemente ## v vertauscht und alle ibrigen invariant 1iBt. Es folgt

|— Af,(P) dann und nur dann, wenn Pu = Po.

1,0

Ist daher P* die Menge {/¥,:#,v€ Uund # # v}, so folgt io = [P*7]
und daher 7, € < P*, Q> =<, Q.

b). Sei Q ein injektiver Punkt der Dimension |A4], der nicht bijektiv ist.
Dann gibt es eine Untermenge W < U], und einen bijektiven Punkt 2, so
dall 0= Py,

Zum Beweis betrachten wir die Untermenge X = QU ;, und irgend-
einen bijektiven Punkt 7. Sei W die Untermenge aller » € U, mit
PyweX. Dann folgt e, (W) = U, weil nimlich |IV| =|X]|=|A|, und
ferner Py, U =X. Wir suchen eine Permutation A von U, so daf3
P ly,=0. Damit dies erfullt ist, muB fur alle welV” gelten
Oley(w)) = P, Ay(e,(w) =P A(w) oder A(w)= P;'Q(e,(w). Nun ist
w— P O(ey(w)) eine Permutation der Menge W und 146t sich daher zu
einer Permutation 4 von U, fortsetzen. Also existiert 4 mit der ge-
wunschten Eigenschaft und P = P,/ ist der gesuchte Punkt.

Sei nun X die Menge aller Relationen {7 s W< U yund || = | Al}.
Sei 7 die Relation (X). Dann ist T genau fir die injektiven aber nicht
bijektiven Punkte erfiillt, die wir gerade alle aus der Relation 7, wegneh-
men wollen. Es folgt somit b, = 7.4, T7]. -

Sei p eine Relation der Dimension 2. Wit betrachten eine Aquivalenz-
elation I' iber der Menge Q mit der Eigenschaft, daB aus I (,2) fir alle
Punkte 7, fut welche |- p(P), die Gleichung P = Pr folgt. Es sollen also
alle die Relation p erfillenden Punkte P auf jeder Klasse beziiglich
I' konstant sein.

Wie erhilt man Relationen mit einer derartigen Eigenschaft, wenn
umgekehrt I gegeben ist? Man wihlt eine Untergruppe L S Sym (U),
deren Bahnen gerade die Klassen beziiglich I sind. Dann hat die Relation
0 = [L*] die erwiinschte Eigenschaft. Sie besteht nimlich gerade fiir die
Punkte, die auf allen Bahnen von 7. konstant sind.

Satz 2. Unter den obigen Voraussetzungen ssei V ein Vertretersystem der
Klassen beziiglich I'. Dann gilt p = [p{", [L.*]].

Beweis: Sei wie oben ¢ = [L.¥] und T = [p!"”, g]. Sei P ein Punkt, welcher
p erfullt: |- p (P). Dann folgt |- p,(P,) und somit auch |- p{ (P). Ferner
gilt nach Voraussetzung |- o (P), denn P sollte ja auf allen Klassen
bezuglich I' konstant sein. Daraus folgt -1 (P).
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Sei umgekehtt 2 ein Punkt mit |-t (). Es folgt |-0 (#) und somit ist
P auf allen Bahnen von L, d.h. auf allen Klassen beziiglich I" konstant.
Ferner folgt = p,(P,). Daher gibt es einen Punkt @ mit |- p(Q) und
P,=0Q, . Fir ecin beliebiges » € 17 ergibt sich Qv= QO (ev) =
P (e,v) = Py, d.h. Qund Pstimmen auf dem Vertretersystem | iberein.
Da nun sowohl Q als P auf den Klassen beziiglich I" konstant sind, folgt
P=Q,dh. | p(P).

Sei feine Abbildung von Uy, in Uy . Ist P ein Punkt der Dimension €,
so bezeichne Pfden Punkt der Dimension Q, mit Pf(s) = P(f (#)) fir alle
# € Ug,. Mit andern Worten ist £fdie Funktionskomposition der beiden
Funktionen f: Ug, = U, und P: Uy — A.

Ist p eine Relation der Dimension €, so sei p/ die Relation der
Dimension €, mit der Eigenschaft

|— pf (P) fur alle und nur die Punkte 2, der Form P, = Pf, fur die |-p (P).

Ist umgekehrt ¢ eine Relation der Dimension €),, so sei 0//die Relation
der Dimension Q,, fur welche

|—a/f(P) fur alle und nur die Punkte, fur die |- o (Pf).

Es gilt (6/f)f = |0, Iy, f]. Denn fiir einen beliebigen Punkt der Dimen-
sion €, ergibt sich |- ¢ (Pf) genau dann, wenn |- ¢/f(P), und letzteres

genau dann, wenn |- (6 /f) /' (Pf).

U,

Satz 3. a) Die Relation pf ist aus p ableitbar.
b) Die Relation ¢/f ist aus ¢ ableitbar.

Beweis: 2) Durch die Funktion f ist in U, eine Aquivalenzrelation
I' gegeben: I'(w, v)«>f(u) =f(v). Sei 17 ein Vertretersystem fir die
Klassen beziiglich T'. Ferner sei I die Untermenge W= {f(n):u€ Uy, }
von Uy . Die Funktion / bildet dann [auf I bijektiv ab und es gibt eine
eindeutig bestimmte Permutation 4 von Uy = Uy, so dafi das folgende
Diagramm kommutativ wird:
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W Uy,
| Es ist nimlich /l(ew( J@)=e () firve
e v dh. i(u)—evf ') fir n € Uy,
| | dh. A=e, [

V—>—1Uy

Sy

Fur einen beliebigen Punkt 2 der Dimension Q, folgt somit

Pyi e f) = ()= Prey f@) = P(f() und Pfyi,() = P(f ().
Daher P,A~" = Pf,. Es folgt nun p, A~'"7 = (pf){". Nach Satz 2 kén-
nen wir eine Untergruppe /. = Sym (Uj,) wihlen, deren Bahnen gerade
die Klassen bezuglich der Relation f(#)=f(») sind, und es gilt
pf=1pN” . Damit haben wir bewiesen, daBl pf=[p, A~ """,
[LZ*]]- Somit i 1st P f aus p ableitbar.

b) Wir konnen o durch © = [g, [, ] ersetzen, denn 7 ist gerade fiir die
Punkte der Form Pf erfiillt, fur die |- o(Pf). Es gilt also t/f = 0/f. Da
7 aus 0 ableitbar ist, gentigt es also zu zeigen, dal3 T/f aus T ableitbar ist.

Die Werte, die ein Punkt P auBlerhalb der Untermenge W annimmt,
beeinflussen nicht den Punkt Pf. Wenn nimlich Pw= Qw fir alle
w e Woder, was dasselbe ist, wenn P, = 0, so folgt Pf= O f. Daraus
folge (t//)) = (1/f).

Beim Beweis von a) haben wir gesehen, da3 (Pf), = P, A~" fiir alle
Punkte P der Dimension Q,. Also gilt auch (Pf), A = P,,.

Wir behaupten 7,4 = (1/f),. Dies sicht man am besten durch Ver-
gleich der Graphen der beiden Relationen: Der Graph von 7.4 besteht
aus allen Punkten der Form (Pf), -4, wobei |- 1(Pf). Der Graph von
(t/f)-besteht aus allen Punkten der Form 7, wobei ebenfalls |- 1 (2/f).
Also stimmen beide Graphen iberein. Somit haben wir bewiesen, daf}

o/f =t/f=@/N = @ )"

5. Invariante Relationen

Betrachten wir nun Permutationen von .4 und ihre Wirkung auf Punkte
und auf Relationen. Ist P ein Punkt der Dimension Q und g eine
Permutation der Menge .4, so bezeichne g den Punkt mit g P(x) = g(x)
far alle » € Uy, D.h. der Punkt gP hat die »-Komponente g(P#), wenn
P die #-Komponente P hat.

Ist p eine Relation der Dimension €, so bezeichne g(p) die Relation mit
|—2(p) (P) fir alle und nur die P, fiir welche ein Q existiert mit - g(Q) und
P=gQ. Fir den Graphen der Relation g(p) gilt somit G(g(p)) = gG(p).
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Eine Relation p heil3t invariant unter g, wenn g(p) = p.

Sei g€ Sym (A), A € Sym (U), p eine Relation der Dimension €, R eine
Menge von Relationen der Dimension Q, W eine Untermenge von U,
und ¢ eine Relation der Dimension |I//]. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(5.1) glaBt jede Quasi-Diagonale invariant.

(5.2) Ist p invariant unter g, so ist es auch p~.

(5.3) Ist p invariant unter g, so ist es auch pA.

(5.4) Istjede Relation p € R invariant unter g, so ist es auch [R].
(5.5) Ist p invariant unter g, so ist es auch py.

(5.6) Ist o invariant unter g, so ist es auch o).

Aus den Aussagen (5.1)—(5.6) folgt

Satz 4. Lilt g € Sym (A) jede Relation p aus einer Relationenmenge
R invariant, so 1Bt g auch jede Relation p im logischen € -Abschluf3
(R, Q) der Menge R invariant.

Sei nun G eine Gruppe von Permutationen der Menge A4, d.h. eine
Untergruppe von Sym (). Man tiberzeugt sich leicht, dall (g P) —gP
bzw. (g p)—g(p) die Eigenschaften einer Wirkung haben. D.h. die
Gruppe G'wirkt vermoge der Operationen (g, ) — gP bzw. (g p) = g(p)
sowohl auf der Menge der Punkte der Dimension € als auf der Menge der
Relationen der Dimension €.

Ist G'eine Untergruppe von Sym (A4) so bezeichnen wir die Menge der
Relationen, die von allen g € G invariant gelassen werden, durch inv
(G) (oder einfach durch inv (G'), wenn es nicht notwendig ist, die obere
Schranke €, anzudeuten).

Die folgenden Aussagen sind nicht schwer zu beweisen:

(5.7) Sei 0 € inv (G). Dann ist der Graph von ¢ eine Vereinigung von
Bahnen. Betrachten wir einen Punkt P, fur welchen
|— o (P). Dann gilt offenbar auch |- o (gP) fur alle g€ G.

Somit erfiillen alle Punkte der Bahn GP die Relation a.

(5.8) Sind P und P, bijektive Punkte, so gibt es genau eine Permutation
gder Menge A mit P, = gP.

Es ist nimlich g= P2, P~".

(5.9) Sei Pein bijektiver Punkt und G'S Sym (A). Dann wirkt G auf der
Bahn GP regulir. Dies folgt aus (5.8).

(5.10) Scien G, H = Sym (A) und sei inv (G) =inv (/). Dann folgt
G=H.

Zum Beweis betrachten wir einen bijektiven Punkt P und seine Bahn
unter G. Die entsprechende Relation f3, bleibt invariant unter G, also auch
unter /7. Wirde nun f3, noch feinere unter 77 invariante Relationen
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enthalten, so wiren diese auch unter G invariant. Da dies nicht moglich
ist, entspricht f8,, auch einer Bahn von /. Sei nun P, ein beliebiger Punkt
der Bahn GP = HP. Dann gibt es genau ein g € Sym (A) mit P, = gP. Da
es auch jeweils eindeutig bestimmte Permutationen in G und in /- mit
dieser Eigenschaft gibt, miissen diese mit g Gibereinstimmen. Es folgt
G=H.

6. Allgemeine Strukturen und der Hauptsatz von Krasner

Eine Menge A ist fur sich selbst genommen amorph, strukturlos. A4 erhilt
Struktur, wenn Relationen iiber 4 gegeben sind. Die Menge 4 zusammen
mit einer Menge R von tiber 4 definierten Relationen bildet daher eine
Struktur S'und wir bezeichnen diesen Sachverhalt durch §'= (A4; R) oder
auch durch § = (4; R, ), wenn an die obetre Schranke fur die Dimen-
sion der explizit vorgegebenen oder im logischen Abschluf enthaltenen
Relationen erinnert werden soll.

Unter Aut (§) verstehen wir die Menge aller Permutationen von_4, die
alle Relationen p € R invariant lassen. Aut (§) ist, wie man sich leicht
Uberzeugt, eine Gruppe (Aussage 4 von §1).

Satz 5. (Existenzprinzip von Krasner) Zu jeder Untergruppe
G < Sym (A) gibt es eine Struktur § = (4; R), so dall G'=Aut ().

Beweis: Sei P ein Punkt und GP seine Bahn. Die der Bahn von P entspre-
chende Relation f3, bleibt invariant unter allen Permutationen 4 € G, da
h(gP) = (hg) P und da mit g auch Ag alle Elemente von G durchliuft.

Sei also R die Menge aller Relationen, die irgendeiner Bahn von
G entsprechen, und § = (4; R). Dann folgt G'< Aut ().

Ist nun f € Aut (5), so miissen wir beweisen, daf3 / € G. Dazu betrach-
ten wir einen bijektiven Punkt .

Die der Bahn GP entsprechende Relation f3, bleibt invatiant unter £,
daraus folgt /P =gP fiir ein passendes gin G. Da P ein bijektiver Punkt
ist, folgt nun /=g

Satz 6. (Hauptsatz von Krasner) Sei § die Struktur § = (A4; R) und
G = Aut(S). Dann gilt inv (G) = (R, Q).

Mit andern Worten wird behauptet: eine Relation p ist genau dann
invariant unter allen Abbildungen g € G, wenn sie in € -Abschluf} der
Relationenmenge R liegt, d.h. wenn sie ableitbar ist."

"Die Relationen des logischen Q-Abschlusses (R, Q,> entsprechen also den aus
R ableitbaren Relationen aus Kapitel I; dies gilt in einem genaueren Sinne dann, wenn fiir
eine endliche Struktur § = (4; R, Q) die Kardinalzahl Q, gleich der Machtigkeit X, der
Menge der natiirlichen Zahlen gesetzt ist.
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Beweis: Aus Satz 5 von §5 folgt sofort (R, Q) < inv (G). Wir mussen
also nur noch die umgekehrte Beziehung beweisen. Der Bewelis ist ganz
dhnlich wie der entsprechende Beweis in Kapitel I und gliedert sich auch
in analoge Beweisschritte.

(6.1) Ableitbarkeit ist eine transitive Beziehung. Ist jede Relation o €.§
aus einer Relationenmenge R ableitbar und ist T aus S ableitbar, so ist die
Relation 7 auch aus R ableitbar.

Es folgt nimlich § = (R, Q> und somit {5, Q> = (R, Q). Weiter
gilt nach Voraussetzung 7 € {5, Q). Daraus ergibt sich 1€ (R, Q).
(6.2) Jede Relation ¢ € inv (G) ist aus Bahnrelationen ableitbar.

Dies folgt aus der Aussage (5.7) des vorigen Paragraphen.

(6.3) Zu jedem Punkt P der Dimension Q gibt es eine eindeutig
bestimmte Relation ¢ € (&, > mit den Eigenschaften

@ o (P) und
(i) wenn T € (R, Q) eine Relation ist, die (i) erfullt, so gilt |-7( Q) fur
alle Punkte der Dimension Q, fut die -0 ( Q).

Die triviale Relation /, erfiillt (i). Sei nun 7" die Menge der ableitbaren
Relationen, die (i) erfillen. Sei g = [77]. Wegen (6.1) ist ¢ aus R ableitbar
und o erfiillt (i) und (ii). Ist nun o, eine beliebige aus R ableitbare Relation,
die () und (i) erfullt, so sieht man leicht, dal G(6) = G(0,) und somit
o=a0,

Sei nun P ein bijektiver Punkt der Dimension |4| und sei ¢ die
zugehorige ableitbare Relation mit den Eigenschaften (i) und (ii).

Aus Satz 2.b von §4 und aus der Minimalititseigenschaft (ii) von
o folgt, dal} o nur fiir bijektive Punkte erfillt sein kann. Sei nun P, ein
beliebiger Punkt mit |-0(2).

Da P und P, bijektive Punkte sind, gibt es eine eindeutig bestimmte
Permutation g € Sym (A), so daB g(Pr) = P, u fiir alle #€ U, ;. Ubrigens
ist dann P, = gP. Wir behaupten
(6.4) geAut (S).

Angenommen glief3e cine der Relationen aus &, etwa p, nicht invariant
und sei Q = dim (p). Dann gibe es einen Punkt O der Dimension €, so
dal3

[=p (Q) aber
-p~(¢Q) oder -p~ (¢ ' Q).

Betrachten wir zuerst den ersten Fall |-p~ (gQ). Da P ein bijektiver
Punktist, gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion f : Uy — U, 4, so daB3
On=Pf () fiir alle n€ Uy, (nimlich /= P~' Q). Sei t die Relation der
Dimension |A| mit
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|—7 (L) fir alle und nur die Punkte 7., fur welche
(L) und |-p (L)

Die Relation 7 ist gleich |o, p/f], folglich nach Satz 4.b aus ¢ und
p ableitbar, folglich nach (6.1) aus R ableitbar. Fiir diese Relation 7 ergibt
sich nun

|—t(P), da Pf = Qund da |-p(Q), aber -1~ (P),
da P, = gPund da (¢P)f = g(Pf) = gQ und |-p~ (2 0).

Dies steht im Widerspruch zu den Eigenschaften der Relation 6.
Im zweiten Fall, wenn |-p~ (¢~ ' Q) ersetzen wir Q durch O, =g~ ' Q
und haben

|—p (g Q) abet |-p~ (Q,). Daraus folgt
=p~(Q)) aber =p~~ (¢ 0).

Nun arbeiten wir mit p~ an Stelle von p und erhalten den gleichen
Widerspruch wie vorher.

(6.5) Umgekehrt besteht G'= Aut (§) auch nur aus Abbildungen wie den
in (6.4) betrachteten. Dies folgt aus der Invarianz der Relation ¢ unter G.
Ist namlich g€ G, so folgt |- 0 (¢P). Setzen wir P, = gP, so ethalten wir die
Abbildung g aus dem Punkt P, wie unter (4).

Wegen (6.1) und (6.2) geniigt es nun zu beweisen, dal fiir jede
Dimension Q < Q jede einer Bahn entsprechende Relation aus ¢ ableit-
bar ist. Dazu betrachten wir einen Punkt O der Dimension . Wie oben
beweist man die Existenz einer Funktion /: Uy — U, so dal3 O = Pf.

Die zur Bahn gehorige Relation f8,,ist nach (6.4) und (6.5) genau fiir die
Punkte der Form P, f erfullt, fur welche |-o (P).

Denn aus (6.4) und (6.5) folgt, dall P, = gP fur ein passendes g € G.
Somit P, f = (gP) f = g(Pf) =g0. D.h. es gilt f,=a.

Aus Satz 4.a, §4 folgt nun, daB B, = g f aus der Relation o ableitbar ist.
Damit ist der Satz bewiesen.

7. Folgerungen aus dem Hauptsatz von Krasner

Struktuten S, = (A4; R)) und §, = (A4; R,) nennen wir -dquivalent, wenn
(R, Q> ={R,, Q,>. Mit anderen Worten: Q-dquivalente Strukturen
haben den gleichen € -AbschluB3.

Korollar 1. (Aquivalenzprinzip von Krasner) Die Strukturen S, =
(A R, Q) und S, = (A4; R,, Q) sind genau dann € -dquivalent, wenn
Aut (§)) = Aut (5)).
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Beweis: Sei G'= Aut (§)) und H = Aut ($,). Nach Satz7 folgt dann
inv (G) =<R,, Q) und inv (H) =<{R,, Q). Ist also G= H, so folgt
(R, Q) = (R, Q) und somit sind die Strukturen S; und S, dquivalent.

Nehmen wir nun umgekehrt an, ) und S, seien dquivalent, d.h.
(R, Q> =<(R, Q). Es folgt inv (G) =inv (/) und G=H wegen
Lemma 1.

Korollar 2. Die Bedingung der Q-Aquivalenz ist unabhingig von der
Kardinalzahl €, Korollar 2 berechtigt uns also den Ausdruck €-
dquivalent einfach durch dguivalent' zu ersetzen.

Korollar 3. Sei §; = (A4; R) eine beliebige Struktur. Dann gibt es eine
Relation p, die nur fiir bijektive Punkte erfiilltist, so daf3 die Strukturen S;
und §, = (A4; p) dquivalent sind.

Ahnlich wie wit bereits im Falle endlicher Strukturen gesehen haben,
gibt der Hauptsatz von Krasner auch die Antwort auf die Frage, welche
Punkte durch einen Automorphismus der Struktur ineinander iberge-
fuhrt werden konnen.

Wit wollen zwei Punkte 2, und 2, der gleichen Dimension © durch die
Relationenmenge X unterscheidbar nennen, wenn es in der Menge X eine
Relation p der Dimension Q gibt, so daf3

[=p () aber = p(Py) oder |=p(Py) aber — p(P).

Korollar 4. (Beweglichkeitsprinzip). Zwei Punkte P, und P, der
Dimension Q lassen sich genau dann durch einen Automorphismus der
Struktur §'= (A4; R) ineinander tiberfithren, wenn sie nicht durch ableitba-
re Relationen unterscheidbar sind.

Beweis: Ableitbar heif3t hier entsprechend den Konventionen von §3 eine
Relation p genau dann, wenn pe{R, Q>. Sei g€ Aut (5) und g(P) = P..
Wir miissen zeigen, daB3 sich die beiden Punkte nicht durch Relationen
aus der Menge (R, ) unterscheiden lassen.

"' Die Aquivalenz von Strukturen liefert eine Klassifikation, die fiir manche Fragestellun-
gen addquat, fiir andere dagegen viel zu grob ist.

Nennen wir eine Struktur starr, wenn ihre Automorphismengtuppe nur aus der
identischen Abbildung besteht. Nach dem Satz von Krasner sind dann alle Relationen
ableitbar und alle starren Strukturen Uber derselben Grundmenge .4 sind untereinander
dquivalent.

Nun ist es zum Beispiel einfach, zu einer beliebigen endlichen Menge A starre endliche
Strukturen zu konstruieren. Aber die Frage, ob es endliche starre projektive Ebenen gibt,
ist ein schwieriges und bisher ungelstes Problem der Forschung. (Im unendlichen Fall ist
die Existenz starrer projektiver Ebenen bekannt).
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Sei nun p eine aus R ableitbare Relation der Dimension Q mit der
Eigenschaft

|—p (P). Wegen der Invarianz von p unter g folgt
Fp(Py).
Nehmen wir nun umgekehrt an, daf3 sich die beiden Punkte P, und 7,
nicht dutch die Relationenmenge (R, €, unterscheiden lassen.

Sei B, die der Bahn von P, entsprechende Relation. Dann gilt
€ (R, Q;>. Nach Voraussetzung gilt
|—f,(P) und da sich die beiden Punkte nicht durch aus R ableitbare
Relationen unterscheiden lassen, folgt

=B(P).
Somit gibt es ein g € G, so daB g(P) = P.,.
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