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1. Einleitung
D. Hilbert' hat gezeigt: Es gibt stets ganzzahlige Polynome

PIZ(X) :‘ZO+‘Z1X+"'+¢Z;1X”
so dal3

b
| prdx

gegen Null strebt, wenn 7 gegen Unendlich geht und (4 — a)<4 ist. Wit
geben dafiir einen anderen Beweis und fiillen eine Liicke in der Hilbert-
schen Arbeit aus. Es wird gezeigt, daB die Behauptung (b — a)<4 die
schirfstmoglichste ist, d.h. fiir (b — @) >4 ist der Satz falsch. Es wird
nun die Fragestellung verschirft. Wir verlangen, daf} ein Teil der Koefhi-
zienten von vorneherein Null ist. Wir zeigen zunichst: Es gibt zu jeder
natiirlichen Zahl / eine Folge von Polynomen p,(x), wo #» = 4./ und
ay =ay = -+ = a1 = 0,sodall

b
| pi(x)dx < M,

I'D. Hilbert, Ges. Abh. I1., S. 367-370.
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WO
k£
(ﬂ + 1)()ﬁ+1)
M= |k R
(m~+2)7 mz
m =2/ —2undlim /, =1 ist.
Weiter wird gezeigt (Satz 3): Ist &1, &2, . .. eine monoton wachsende

Folge natiirlicher Zahlen, so gibt es stets eine Folge von Polynomen
n(x) = a0 + arx™ + -+ 4 g, x5
a; ganz, so daB | ¢g2dx beliebig klein wird, wenn nur
0
n—1
Hz‘:o (’én — ’éi)
[T (1 + & + &)

eine Nullfolge ist. (Das gilt auch, wenn die 4&; beliebig reell sind)
Insbesondere folgt daraus: Ist p eine natiirliche Zahl und < /4, so gibt es
eine Folge ganzzahliger Polynome

su(x) = ag + apx? + -+ a, x "

2k,

fi=(m+1)

so dal3

a
[[§2dx — 0 strebt.
0

Wir verallgemeinern dann die Fragestellung dahin, dal} wir statt des
Intervalls (4, b) eine beliebige Kurve der komplexen Zahlenebene betrach-
ten. (Wit bezeichnen sie mit C). Von den Koeffizienten des Polynoms
verlangen wir nicht mehr daf3 sie ganze rationale Zahlen, sind, sondern
sie, mogen als ganze Zahlen des imaginir-quadratischen Zahlkorpers
K(in/m) (m>0, quadratfrei, ganz rational) gewihlt werden kénnen. Dat-
unter verstehen wir Zahlen von der Form

x+i/m m#E1 (mod 4)

1+ i/m

—
2

Wir bilden dann das Integral

x+y =—-1 (mod 4)

CI | 2a(2)ds

wo s das Bogenelement der Kurve C bedeutet. (C soll etwa als stiickweise
glatt angenommen werden). Wir tibertragen einige Sitze auf diesen Fall.
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Dabei spielt der von Fekete eingefithrte transfinite Durchmesser der
Kurve C eine Rolle. Dieser ist folgendermallen definiert:

c:limmax(Z) H |Z5—{/e|a %jeC

7n—00
1Si<kSn

Wir zeigen (Satz 4): Ist ¢ < 1, so kénnen die betrachteten Integrale belie-
big klein gemacht werden. (Dieses Resultat findet sich in anderer Form
schon bei Szegd,” wo der transfinite Durchmesser nicht verwendet wird)

Satz 13 zeigt, dall man die Koeffizienten der zugelassenen Polynome
aus einer Folge von imaginir quadratischen Zahlkérpern nehmen kann,
daB also die ,,Dichte” der zugelassenen Zahlen beliebig klein werden
kann.

Weiter beweisen wir in Satz 14 (der Einfachheit halber beschrinken wir
uns hier auf den Fall 7 = 1) daf} es nicht nur eine Folge von Polynomen
gibt, welche die Integrale beliebig klein macht, sondern grob gesprochen
unendlich viele solcher Polynome. Genauer beweisen wit:

Sei C eine Kurve mit dem transfiniten Durchmesser ¢ < 1. Dann gibt
es zu jeder monoton gegen 0o wachsenden Folge ganzer Zahlen /, fiir die

()

ist, jedenfalls /, Polynome p,, so daf3 fC| 2|ds mit wachsendem # beliebig
klein wird, gleichgiltig welches der p, man zur Bildung der Integrale ver-
wendet.

Wir 4ndern nun die Fragestellung dahin ab, daBl wir statt der p,(x)
homogene Polynome zweier Variabler mit ganzzahligen Koeffizienten

hy(x,y) = apx" + mx”*ly +-4a,y

Suchen, fiir welche die Integrale
JB (. 9)ds,  Cixc = x(s), y = y(s)

mit wachsendem 7 beliebig klein werden. Wir beweisen fiir diese Integrale
zu denVorhergehenden analoge Sitze. Wir erwihnen z.B. folgendes: Sei C
die Stecke AB. Wenn der Flicheninhalt des Dreiecks OAB (O Koor-
dinatenursprung) kleiner als 2 ist, so konnen die betrachteten Integrale
mit wachsendem # beliebig klein gemacht werden.

Zur Behandlung des allgemeinen Falles fithren wir eine neue geome-
trische Konstante ein, die wir den transfiniten Flicheninhalt nennen. Sie

% Szegd, Math. Ann. 87 (1922), S. 104.
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spielt hier eine dhnliche Rolle, wie vorher der transfinite Durchmesser.
Wit leiten mit ihrer Hilfe analoge Sitze fur die Integrale J;/ﬂi ds her, wir
vorher fiir die Integrale [ |p2|ds.

Es gilt folgender Cauchysche Determinantensatz: Die Determinante #-ten
Grades

1 1 1

x4y, X1t X140,
1 1 .. 1

D = |xtn’ x2tp X2+,
_1 1 R 1

110 Xy )2 Xt

wobei die x; und y beliebige komplexe Zahlen bedeuten, hat den Wert

ngzgkgn(xk — ;)% =)
D= -
L7 e (i +02)

Beweis:® Subtrahiert man die letzte Zeile von allen vorhergehenden, so
steht in der /-ten Zeile und A&ten Spalte das Element

1 1 (5, — x;) i=1...n-1
it xtoe (toe)(x, o) kE=1...n

Man kann also aus der /-ten Zeile den Faktor (x, — x;) und aus &ten
Spalte dem Faktor

1 i=1...n—1
xp+ye kR=1...n

herausheben. Zieht man nun die letzte Spalte von allen vorhergehenden
ab, so kann man wieder aus der /-ten Zeile

1
Xz+}’n

i=1...n—1

und aus der kten Spalte (3, — y;) herausheben. (£ = 1...7 — 1) Es ver-
bleibt in der linken oberen Ecke ein (7 — 1)-zeiliger Minor, der dieselbe
Struktur hat wie D, wihrend in der letzten Zeile lauter Nullen stehen,
ausgenommen die letzte Spalte wo eine 1 steht. Durch Rekursion folgt
die Behauptung

? Polya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis I1., S. 98.
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2.

Wir betrachten in diesem Abschnitt die ganzzahligen Polynome
pn(X) :ﬂﬂx”+gﬂi1xﬂf1 + -+ a (1)

nur in dem Intervall (0, 1). Man kann dann jedenfalls solche p,(x) auswih-
len, daf die Integrale

Jp7(x)dx (2)

mit wachsendem 7 beliebig klein werden. Zu diesem Zweck braucht man
janur z.B. p,(x) = x” setzen und erhalt

1

1
fpi (x)dx = fxz”dx =
0 0

1
2n+1

was mit 7 — 00 beliebig klein wird.

Es steht jedoch zu erwarten, dal3 die Integrale (2) sich schneller der
Null nihern kénnen, wenn man in p,(x) mehrere ; als von Null
verschieden zulift (und nicht nur 4, wie in obigem Beispiel). Hiertiber
zeigen wir folgenden

Satz 1: Man kann Polynome (1) mitag = 2y = - - - = a,_4 = 0 so wihlen,
dal

L 1

= o ;)

0 "

wird. (£ fest, positiv ganz)
Beweis: Es wird in diesem Falle

1 1 [ 4=l 2
fpi(x)dx = f(Z a,z1x”_1> dx
0 0

=0

k—1 1
= E aﬂ,1aﬂ,mfx2”_1_mdx
=0 0

k—1 1

Ap—1An—m

= 2n—1—m+1

~
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Dies ist eine quadratische Form in den 4;, deren Diskriminante folgender-
mallen aussieht:

1 1 1
(n—k+1)+(n—k+1)+17  (i—k+1)+(—~+2)+17 """ (n—k+1)+n+1
1 1 1
Dy = (n—~42)+(n—A4+1)+17  (n—k4+2)+(n—~4+2)+17 " (n—k+2)+n+1
-1 -1 1
(A1) 410 " (—#+2) 11 ° e P

Nach dem Determinantensatz aus 1. wird dann
(15712572 (k= 1))°
(2(n— &) +3)(2(n — &) +4)* ...
2= k) +E+2) . (2n)(2n+1)

Bei festem £ gilt also
1
Dk - O ”? .

Nun beniitzen wir den folgenden Sazz von Minkowski :*

Eine positiv definite quadratische Form in # Variablen mit der Diskri-
minante D kann durch ganzzahlige Wahl der Variabeln kleiner gemacht
werden als

D, =

nv'D.

Nach diesem Satz kénnen die Integrale kleiner gemacht werden als
1
£/Dr =0 <7> ,
n
womit die Behauptung bewesen ist.

3.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die obige Schranke verbessert,
wenn wir die Anzahl £ der als nichtverschwindend zugelassenen £&; mit
nwachsen lassen. Wir setzen zu diesem Zweck 7 = £./, (wobei / eine feste
positive ganze Zahl bedeuten soll) und betrachten die Polynome pg/(x),
in denen @p = @ = -+ = a(x_1); = 0 ist. In diesen Polynomen ist also
sozusagen nur der /-te Teil der Koeflizienten als von Null verschieden
wihlbar. Hier gilt der

4 Crelle, J. Math. 107.
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Sary 2 Setzt man 2/ — 2 = m, so ist es moglich, die g; als ganze Zahlen
so zu wihlen, dal3

1
J b2, (x)dx < M,
0

wobei

mit /, — 1 fur &£ — oo.

Beweis: Es entsteht bei der Berechnung der Integrale wieder eine quadra-
tische Form, deren Variablenzahl jetzt aber nicht mehr fest ist, sondern
wichst. Ihre Diskriminante kann nach (3) in der Form geschrieben
werden

(112130 ... (£ — 1)1

(mbk+3) (mk+4) - - (mb+k+2) (mbk+k+3) " - (mk+2k+1)
Rl k= D)) (3 T e+ 4 (k- k1))
B (b + 3V o (o + k4 2)% - (e + 26+ 1)
(k=D)L (kA A+ DD (k4 2)!

(2t (e 2)) (112 (k28 1))

D= .

Die weitere Abschitzung verliuft jetzt dhnlich wie bei Hilbert®. Es gilt
die asymptotische Formel

1 3
log(112!...41) = zﬂzlogﬂ — 4_1”2 + o(n?) ©

welche sich aus der Stirling’schen Formel in ihrer allgemeinen Form her-
leiten 1403t.

Sa.a. C.8.370
6 «o” ist das ‘Landaw’ sche Symbol.
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Mittels dieser Formel erhilt man:
logD;, = £*log & — %/@2 + (k(m+1) + 1) log(k(m +1) + 1)
- % (k(m+1) +1)° — % (k(m +2) +1)*log(k(m +2) + 1)

1
=5 (km + 2)* log(km + 2)

+§(/é(m+2) +1)°
+§(m +2)* +0(£) =

(k(m 4+ 1) + 1)k

= Flog o = + o(£?) (4)
(k(m+2)+1) 7 (km+2)2
so daf3 also schlieB3lich
(m+1)* i
1
Dy = |e —(m * (),M)z 2
(m+2) 2w~

wobei ¢, — 1 mit zunehmenden £. Nun wenden wir wieder den Min-
kowskischen Satz an und erhalten fiir die gesuchte Schranke &</ D, den
Ausdruck

a0 |

2
(m+2) 2

(m—|—2) 2 oz

le (5)

wo wieder [y — 1 fur £ — 00, w.z.z.w.
Fuar / =1, wo also alle Koeffizienten ,,zur Konkurrenz zugelassen”
sind, erhilt man aus (4) die Schranke

1 /3
<e;€ Z) , limeg =1 (6)

und das ist das Hilbert’sche Ergebnis.

Will man das so ethaltene Resultat (5) mit dem Fall vergleichen, daf3
alle Koeffizienten zur Konkurrenz zugelassen so hat man in (6) £ durch
k./ zu ersetzen und findet dann fiir die Schranke

P

OO o

was nun direkt mit (5) verglichen werden kann.
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Setzt man z.B. / = 2(so dal3 also immer die Hilfte der Koeffizienten
des Polynoms verschwinden miissen) so witd 7 = 2 und wir erhalten aus
(5) bezw. (7) fur die in der eckigen Klammer stehenden Konstanten auf
die es offenbar allein ankommt

3? 19683 1 1 1
— S T T oo T, bezw.— = —
48.22 16384 16 42 16

Man sieht, daB die links stehende Zahl groBer ist als die andere.

Um nun auch den allgemeinen Fall eines beliebigen Intervalles (a, b)
auf den eben behandelten Spezialfall zuriickzufithren, schreiben wir nach
Hilbert die Diskriminante der in Frage stehenden quadratischen Form
(jetzt wieder nur in dem Fall, daf} alle Koeffizienten, zur Konkurrenz
zugelassen sind) auf folgende Weise’

b b b
0.0 0.1 0. .n—1
fxlx1dx1, fxlxldx1, fxlx’f dxy
a a a
ba ba ba
Al — fx%xgdxz, fx%x;dxz, fx x5 i,
a a a
b b b
n—1,.0 n—1 1 n—1  n—1
Jxﬂ X dxy, jxﬂ X dxy, ... Jxﬂ X" dx,
a a a

Denkt man sich nun die einzelnen Glieder der Determinante aufge-
schrieben, so kann jedes einzelne als #-faches Integral geschrieben
werden und man erhilt mit Beniitzung des Vandermonde’ schen
Determinantensatzes

bob
Aﬁ — J" .. fx?X;Xg .. xfl H (5 — o)y ... dx,

a a 1<i<k<n

Permutiert man die xq - - - x, auf jede nur mogliche Weise und versieht die
so entstehenden Ausdriicke noch mit dem Signum der Permutation, so
folgt durch Addition aller so entstehenden Gleichungen

b
Aﬁ:%f f H (e — ;) dx1~'dxﬂ

i<kZn

=

N
H/\

7 Wit bezeichnen die Diskriminante mit A?.
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Aus dieser Darstellung kann man ersehen, wie sich AZ verhilt, wenn man
auf die Variablen x; die Transformation

X,':d—f—(b—ﬂ)jz‘
ausubt. Dann erhilt man
dxi - dx, = (b—a)'dy - dy,

xp—x; = (b—a) e =)
und es kommt

1 ”21 1
o [ )i =
7 0 01§/</€§ﬂ
22
=(b—a)" A

Al wurde schon frither berechnet und zwar mittels des Cauchy’schen
Determinantensatzes. Aus (7) ersieht man

., b—a\” )
[ Al = 1|e, , lime, =1,

4

womit das Hilbert’sche Resultat neuerdings bewiesen ist. Ich méchte an
dieser Stelle auf einen Fehler hinweisen, der in der Hilbert’ schen Arbeit
(Hilbert, Ges. Abh. 1L, S. 367-370) untetlaufen ist: Das a.a.O. eingefiihrte
1/m muB sich durchaus nicht mit wachsendem # der Einheit nihern und
als Folge dessen gilt dies auch nicht fiir das weiter unten eingefithrte 1 /7.
Es gilt vielmehr, wie die Rechnung zeigt die Relation

1/n ~ (27)"n.
Auf das Endresultat hat dies keinen Einfluf3, da es fiir die Minkowski’sche
Schranke nur auf 1/n" = /7, ankommt, was — 27 strebt, fiir 7 — 00.

4.

Es soll nun eine Verallgemeinerung der obigen Fragestellung behandelt
werden. Wir zeigen den

Sarz 3: Es seien Ay, £y, . .. teelle Zahlen, welche nur der Bedingung
0<f <k - - - genligen sollen

Es sei > 0 und so beschaflen, daf3 die Folge

" 2
[17=0 (&, — #:) 2

L=V e 1 6,1 4)
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gegen Null strebt, wenn » — 00. Dann kann man eine Folge von Funk-
tionen ¢, (x) mit

qﬂ(X) =ay + ﬂ1xk1 4o+ dﬂqu””

(a; ganz, rational) so auswihlen, daf3 die Integrale

a

[, (x) dx (8)

0
mit wachsendem # beliebig klein werden.
Beweis: Durch Quadrieren und Ausfihrung der Integrationen in (8)

erhilt man eine quadratische Form, deren Diskriminante folgende
Gestalt hat:

a a a
fxodx, kaldx, ...... fx/ﬁ”*ldx
0 0 0
a a a
P — I k10, f kgL f skt g
a 0 0 0
a a
fx/g’ﬂdx fx/@”*ﬁél dx, ... fx/@”*ﬁk”*ldx
0 0 0

Fuhrt man hier die Substitution x = ay, aus, so kann man zunichst aus
den Zeilen und dann aus den Spalten a',a®,a®, ... 2% herausheben.
Wegen dx = ad y hat man schliefllich:

D[(l”) — DE”)dZ(th/éer'"Jménq)Jrn

Es ist weiter

1 _1 _1
17 I+k 2 Tt 1+k,—1
1 1 1
D(ﬂ) — 1+k1 ’ ]+/€1+/€1 yooo T 1+k1+kn_1
a
1 1 1
I+k, 17 Itk tk 72 77700 1+k, 11k,

Nach dem Cauchy’ schen Determinantensatz wird dies

[To<icici(® = ki)

(n)
pY —
! HOéi/’§n71(1+’éi+/é/)




26 K. Prachar

wobei von nun an £, = 0 zu setzen ist. Der Wert der quadratischen
Form kann nach dem Minkowski’schen Satz kleiner gemacht werden, als

”1”/ DEI”) — ”4”/Dgﬂ)ﬂ%(/é1+"~+kn—l)+l (9)

Jetzt verwenden wir folgende Tatsache: Wenn 4,>0 und 172—“ — 0, so folgt
daraus auch /b, — 0. Setzen wir den Ausdruck (9) gleich /4, und also

b — ”WDEW)QZ(E1+/€2+'"+/€,,4)+ﬂ
n

Weiter gilt

(n41)
D
~ (n + 1) i S

byt (” + 1)77+1D;11+1 2ot
pY

bn - ﬂnDE”)

Beachtet man nun, daf3
D [ Mtk —4) |
pl T=0(1 + 4 +4)

ist, so folgt daraus unmittelbar die Behauptung.

Durch Spezialisierung kann man aus Satz 3 noch einige Folgerungen
ziehen:

Setzt man £, = #, so hat man

2)(n!)? N
PN RS 1) SRS
((n+1)---2n) (2n")
dn —dng 2 2
g(”+2)ﬂ e MAmnt 1 ,,

———— 4d ~ 7 a
(271)4”6*4”47m 42

Da dies fur a<4 gegen Null strebt, ergibt sich daraus neuerdings der
Hilbert’ sche Satz.
Setzt man &, = p.n, wobei p eine positive ganze Zahl bedeuten soll, so
ergibt sich
2
pzﬂ(”!) 7 1 7
_f;¢+l g (ﬂ—I—Z)WﬂZP ~ ﬂzﬁgzp .
(&)
Dieser Ausdruck geht gegan Null wenn 4<47 ist. Man hat also das
Ergebni:

Satz 3a: Ist a<~/4, so kann man eine Polynomfolge
su(x) = ap + ayx? + -+ a,x?”
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mit ganzzahligen @; so auswihlen, dal3 die Integrale
fsf (x)dx
0

mit wachsendem # beliebig klein werden.

5.

Wir wollen jetzt einem weitere Verallgemeinerung der obigen Fragestel-

lung betrachten, nimlich den Fall, daf3 statt eines Intervalls (4, ) eine

beliebige Kurve C der komplexen Zahlenebene zugrundegelegt wird.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, es sei C gegeben durch eine

Parameterdarstellung ¥ = 3(5) = x(s) + #7(s), wobei s die Bogenlinge

bedeuten soll und x und y stiickweise stetig differenzierbar sein sollen.
Wit betrachten nun Polynome (#—)ten Grades

2o(R) = a0 +az+ -+ @ (10)

wobei jetzt die a; Zahlen sind, welche nicht mehr als ganz rational, son-
dern als ganze Zahlen aus £(7) gewihlt werden sollen.
Wit betrachten nun die Integrale

glpn(z)\zdlz! (11)

und fragen, wie C beschaffen sein mul3, damit man eine Polynomfolge
so auswihlen kann, dal3 die damit gebildeten Integrale beliebig klein
werden. (Mit wachsendem 7).

Als einfaches Beispiel nehmen wir an, C sei ein Kreis um den
Ursprung 0 mit dem Radius . Dann erhalten wir

n—1
| pRpR)dIR| = 2rm Y | |
=0

jel=r

Man sieht, dal3 fur <1 dieses Integral mit wachsendem # beliebig klein
gemacht werden dann, wihrend dies fiir 7>1 nicht méglich ist.

Im allgemeinen Fall spielt statt des Radius’ eine geometrische Kon-
stante der Kurve C eine Rolle, nimlich der von M. Fekete eingefiihrte
transfinite Durchmesser von C. Wir schicken daher dessen Definition
voraus:

Sei A eine beliebige abgeschlossene Punktmenge der z-Ebene. Setzt
man

m, = max (2) H |2i — el ;€A (12)

iSk<i<n
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dann ist #,>m, 11> -+ - und es existiert also lim, oo, = ¢(A). ¢ heil3t
der transfinite Durchmesser von A.8
Mit diesen Bezeichnungen gilt nun der Satz:

Sary 4: Ist der transfinite Durchmesset ¢ von C kleiner als 1, so kann das
Integral (11), fiir eine Folge von Polynomen (10) gebildet, mit wachsen-
dem 7 beliebig klein gemacht werden.

Beweis: Das Integral (11) kann als Hermite’ sche Form aufgefal3t werden,
deren Diskriminante folgendermal3en aussieht

JR°%%Rl, [RPRMRL o [R°%AR
C C C
J2'2%z), [R'RYiRl . [l
De=1| ¢ c c
| A R E a1t R A EY
C C C

Schreiben wir nun in der /~ten Zeile die Intergrationsvariable g ;_1 statt
3, so erhalten wir, dhnlich wie in 3.

Pe=]- --gzgfz}zi-"zii IT  Ge—z)diil-dlzal

0<i<k<n—1

1
=<0 I ke—zddlzil--dlzul
e o,

Si<kZn—1

Aus dieser Darstellung folgt nun wegen (12).

n

/
< L unt)
D¢ < i

wobei / die Linge der Kurve bedeutet. Weiter wird

nt”
/D¢ < —777)(;1“) ~ MZ+1 13

7 (13)
Ist nun der transfinite Durchmesser von C kleiner als 1, so ist von einem
gewissen 7 an jedenfalls 7,<1 und die rechtsstehende Schranke geht
gegen Null (und zwar schneller als (¢ + €)” mit € > 0) Die Anwendung

des Minkowski’schen Satzes liefert die Behauptung.
Spezialfille: 1) Sei C ein Intervall @, /). In diesem Fall ist ¢ = @ und wir
erhalten das frithere Resultat.

8 Beweis siche Fekete, Math. Zeitschr. 17
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2) Sei C ein Kreis mit dem Redius ». Hier ist ¢ = » und wir erhalten das
obige Beispiel wieder.
3) C sci das Paar reeller Intervalle — 3 < x< —4 ’é <x< 2

Hierist ¢ = ( ) Es mul also \/ — d?<4 sein, wenn ¢<1 sein soll.

6.

Bei der Form des Hilbert’ schen Satzes liegt die Frage nahe, ob man das
Intervall von der Linge 4 in dem Hilbert’schen Ergebnis nicht durch ein
groferes ersetzen kann. Dartiber gilt der folgende

Satz 5: Wenn (b — a) 2 4 ist, so kann man auf keine Weise ganzzahlige
Polynome p,—1(x) vom Grade » — 1 so auswihlen, da3 mit wachsendem
n die Integrale

b
IP5—1 (2¢)dx

beliebig klein werden.

Zum Beweis haben wir wieder die quadratische Form zu betrachten,
welche durch das Integral dargestellt wird. Es ist die Aufgabe zu zeigen,
dafl3 diese Form nicht beliebig klein gemacht werden kann (durch ganz-
zahhge Wahl der ; und mit wachsendem 7). Geometrisch bedeutet das,
daf3 ein konvexer Korper im #-dimensionalen Raum keinen Gitterpunkt
enthilt. Dies zu zeigen gelingt auf folgende Weise: Wir transformieren die
quadratische Form auf eine Summe von Quadraten von Linearformen
und zwar durch die unimodulare Transformation

n—1

J’/:sz‘/eﬂ/e i=0,1,...n—
k=i

191',‘:1

Daf} eine solche Transformation stets existiert, folgt durch das bekannte
Verfahren der Transformation auf die kanonische Form. In den neuen
Variablen hat die Form dann notwendig die Gestalt

n—1
> ki (14)

=0
wobei die Zahlen £; = (D, =1, D;) die Diskriminante der aus

dem Polynom i-ten Grades entstehenden quadratischen Form) Aus der
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bereits oben durchgefithrten Berechnung von D; folgt

£, = ((m — 1)!)4 . (b— d)2”;—1
(2m —3)12(2m — 1)(2m — 2)

Daraus ergibt sich

ém+l 2 7774
&y GO o St
Dies ist >1 fiir (b — «) = 4 und (wenn es fiir alle 7 gelten soll) auch fiir
kein kleineres Intervall. Die £&; sind also monoton wachsend fir
(b—a) 24
Sei nun @,—; in dem ganzzahligen Polynom der hochste von Null
verschiedene Koeffizient. Dann geht aus der Darstellung (14) hervor,
daB die in Frage stehende quadratische Form groBer ist, als £,-1 y%_,.
Dies ist aber gleich /éﬂ_wiq und da 4,1 ganzzahlig und von Null
verschieden ist, so ist dies = £&,_1 > 41 und zwar gilt das fiir jede ganz-
zahlige Wahl der 4;, wenn nicht alle verschwinden.

7.

Wir wollen nun den Satz 3a in gewissem Sinne verallgemeinern. Seit C
wieder eine Kurve der g-Ebene mit den in 5. geforderten Eigenschaften.
Dann gilt

Sarz 6: Sei Cj, diejenige Zahlenmenge, welche aus C entsteht wenn man
jede Zahl aus C in die p-te potenz erthebt. Den transfiniten Durchmesser
der Menge C, bezeichnen wir mit ¢,. Dann gibt es eine Folge von Polyno-
men ,,mit Liicken von den Linge p“

J“ﬂ(f{) =a + ﬂl%fp 44 ﬂﬂgﬂp
so dal} die mit ihnen gebildeten Integrale

Jls ()Pl
C

mit wachsendem 7 beliebig klein werden, wenn nur ¢, </ ist. («; als ganze
Zahlen aus 4(7) wihlbar)

Beweis: Hier bekommen wir als Diskriminante der Hermite’ schen Form
die Determinante

'z, [°zPdlz|, (2030 rdlz|
C C c

o) | JRZRMRL PRl JRPRVV]
c C . C C

(f%(”’“p%odlzl, Jz(”’”pépdlzl» (fz(”’”p%(”’””dlzl



Uber die quadratische Abweichung ganzzahliger Polynome von der Null 31

und dies wird nach dem nun schon 6fter angewandten Schlul3 weiter

n—1 = >
D =[xzl I =2l dlmi] =

¢ 0<i<k<n—1
1 2
:TIJ ’%i—%f’ d\%o’dknq‘
e Cogidk<a
Ist jetzt
(n
m, = max H lwe —wil, w € C,
0<i<k<n—1

so hat man nach (15)

/"

und die Minkowskische Schranke wird

o0 < Ly )
n\/ Dy :\7_‘/%” m,

n:

von einem gewissen 7 an ist jedenfalls 7,</ und die rechte Seite geht
gegan Null, womit alles gezeigt ist.

Beispiele: I) Ist C der Kreis mit dem Radius 7 so wird ¢, = 77 und soll
¢y < 1 sein, so mull » < 1 sein, was natiirlich in diesem Fall sofort
direkt bestitigt werden kann.

2) Betrachten wir nun ein Intervall auf der reellen Achse (a, b) mit
0 < a<b. In diesem Fall wird C, das Intervall (a”, b”) und

bt — gt
—
P 4 )

Soll das < 1 sein, so folgt

b<\P/4 + a?.

Fur die Liange des Intervalls (@, 4) erhilt man die Schranke
(b—cz)<p4+ar”—ﬂ. (16)
Nun gilt die Ungleichung (« = 0)

J— 4 4
P4+d‘p—ﬂ§ p—1 é p—1
(4+a?)7 +(p—1ar~t 47 +(p—1)a?!
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1 .
Man kann dies folgendermaBen einsehen: Setzt man (4 + 4”)? = ¢, so ist
¢ > aund
p_ b 4
c—a< i <
T o 2a 4 b atm T 7 4 (p— 1)l

Daraus sieht man, daf3 die Schranke (16) mit zunehmendem « gegen Null
strebt. Speziell fur « = C erhilt man das schon oben hergeleitete Resultat

(Satz 3a)
b<V/4.

Eine grobe Abschitzung von ¢, erhilt man, wenn man beriicksichtigt,

dal3
1 -1 _
K7 — il =i —zellx? 2l IS r— qelpd? !

wobel d der Minimalabstand eines Punktes von C vom
Ursprung 0 bedetet. Daraus folgt weiter

0 < cp.d?!

8.

Wir wollen jetzt die Hilbert’sche Fragestellung in einer ganz anderen
Richtung verallgemeinern. Wir betrachten eine Kurve C der x, y Ebene:
x = x(s),y =y(s5), wobei s die Bogenlinge auf C bedeuten mége und x
und y etwa stiickweise stetig differenzierbar sein sollen. Es sei 4,(x, y) ein
Polynon 7-ten Grades, welches homogen in x und y ist und ganzzahlige
Koeffizienten hat

ho(3,9) = apx" + ax""'y+ - +ay”,  a ganz. (17)

Wir fragen nun fir welche C'sich die Integrale
B2 (x,p)ds (18)
C

durch geeignete Wahl einer Polynomfolge (17) mit wachsendem 7 beliebig
klein machen lassen. Wir beginnen mit einem einfachen Spezialfall:

Satz 7: Wenn C die Strecke x = 1, 0 < y <1 ist, dann koénnen jedenfalls
die Integrale (18) mit wach-sendem 7 beliebig klein gemacht werden.
Bew.: In diesem Fall lautet unser Integral

1

Jlao+ary+-+a,y")dy
0
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und wir wissen, da3, die Diskriminante dieser quadratischen Form = D,
gesetzt, die Abschitzung gilt

1 nt1
(n+1)"VDy ~ (Zeﬂ> , lim e, =1

Es kann also jedenfalls in diesem speziellen Fall das Integral beliebig
klein werden.

Sarz 8: Ist C die Strecke AB, ist ferner der Inhalt des Dreiecks OAB < 2,
so konnen die Integrale (18) mit wachsendem # beliebig klein gemacht
werden.

Beweis: A habe die Koordinaten xy, 3, B habe die Koordinaten xy;. Sei
zunichst A = xqy; — yox1 # 0. Dann wird durch das Integral (18) wie-
der eine quadratische Form in den 4; dargestellt, deren Diskriminante den
folgenden Wert hat:

fxz”dy, f =lyds, L jx”}”dx
C C
fxz”_lj/dx, fxz” 2ds, ... fx”‘b/’“dy
DAB - < e C
fx’fy”dy, jx”_lj/”+lds, o fj/2”dy
C C C

und daraus folgt weiter

_ n n—1 n—2, 2 n
Dap= [+ [xiot 1 2y5 00 H (xi = xiye)dso - - - ds,
c 9 0Si<k=n

1

J— PR . 2 ...
(ﬂT <H x/@jl xzy/e) dsy -+ - ds,

0<i<k<n

dabei sind immer die x; und y; als Funktionem von s; ausgedriickt zu
denken. Wir fithren nun folgende Transformation aus
J1 7o X0 T X1
X1 — JoX1 X1 — Yo X1
—Jo X0

b= x; + /i
X0 )1 —Jo X1 X011 —Jo X1

-y

Diese Transformation fiithrt die Strecke 4B in die Strecke x =1,
0< y<1 tber.
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Die Determinante det Transformation ist % Es wird also

Xe)i — XiJk — A(”k”z’ - ”i”/é)

ds; = \/(M - Xo)2 + (9 —Jo)zd{;

also ds; = de/’-,
wo L die Linge von 4B bedeutet und dx; das Bogenelement des Bildes
von C ist. Nach Austibung der Transformation erhilt man daher

1 1 1
D= 7'A”(”H)L(”H)J"~ | H (mpv; — u,—pé)zdyg e ds!
(”"‘1)' 0 0 0<ick<n

— Aﬂ(;z+1)L(fz+l)D1

und die Minkowski’ sche Schranke wird

nN'/ Dy ~ n\" (%e,,) , lim ¢, =1 (19)
Damit ist die Behauptung fiir den Fall A # 0 bewiesen. Im Falle A = 0,
wo also OA4 und B auf einer Geraden liegen, kann schon jedes einzelne
der Integrale (18) durch ganzzahlige Wahl der 4; beliebig klein gemacht
werden, gleichgiiltig wie grob das Intervall ist, Uber welches es erstreckt
wird. Setzt man nimlich das Intervall etwa in die Form x = s cos a,
y =y sin a, 5 <5<y, so witd (18)

(a0(cos @) + ai(cos @) 'sin @ + -+ - + a,(sin @)")* [s*ds
und das kann schon fiir festes #» durch ganzzahlige Wahl der @; beliebig
klein gemacht werden.

9.

Bevor wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, fiihren wir eine neue
geometrische Konstante der Kurve C ein, welche fiir die Integrale (18)
eine analoge Rolle spielt, wie der transfinite Durchmesser fiir, die Inte-
grale des Satzes 6.

Statt C betrachten wir eine beliebige abgeschlossene Menge A4 der x,
g-Ebene. Seien (x1, 91)(x292) - - - (x4 y4) beliebige Punkte von A. Wir
setzen

fommax(D) [ TT e =i (20)

1Si<kZn

Dann behaupte ich folgenden
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Satz 9: Esist f, > f,41 > - - - und daher existiert lim £, = f(A ). Der hier-
nach existierende Grenzwert werden der transfinite Flicheninhalt von .4
(in Bezug auf 0)? genannt.

Beweis: Der Beweis wird dhnlich gefiihrt, wie bei Fekete (Fuinote 8) 8.12:
f» ist das geometrische Mittel aus den Flicheninhalten aller Parallelo-
gramme, die eine Ecke in 0 und zwei weitere Ecken in zwel von den
Punkten (x; ;) haben. Da 4 abgeschlossen sein soll, so muB £, sein Max-
imum auf 4 annehmen. Dies soll etwa in den Punkten ({1, 71) - -+ (£, 7,)
eintreten. Wir setzen

p(A) = :f;(;) = H |E&eni — Eimel (21)

1<i<k<n

Wir betrachten weiter ein ,maximales (7 + 1)-tupel® (#,21)---
(#y+17,41) und greifen den Punkt (#,412,+1) heraus.
Es wird

n+1
wlozfif1): H ‘”kyi_”i”/d:|7/l”ﬂ+1_”ﬂ+l”1|""”ﬂ”n+l_”ﬂ—1”n|Fﬂ
1<i<k<n+1

(22)
wobei F, ein Produkt von Faktoren ist, in dem nur mehr die Zahlen

(#,0;),i=1,2,...n vorkommen.
Nach der Definition von ¢ folgt weiter IF, < ¢ und also

n
UEST) || [y
=1

Machen wir dasselbe statt fiir (#,112,.1) mit allen anderen Punkten, so
erhalten wir (# 4 1) Gleichungen folgender Form

n+1
¢§S0H’”i”/'_”/”i’ J=12,...(n+1)

=1

i#
Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so tritt in den
rechtsstehenden Produkten jeder Punkt genau zweimal auf und wir erhal-
ten

wﬂ-‘ﬂ g SO”+1’(/)2

9 Diesen Zusatz wollen wir in Zukunft weglassen.

04 =1 (4).
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Etheben wir dies in die (,171)24) -te Potenz

n(n+1
so kommt gerade 1)+ < gpﬁ
und das ist die Behauptung.

Fur die so eingefithrte geometrische Konstante f sollen nun einige

Eigenschaften bewiesen werden, welche den von Fekete!! fiir den
transfiniten Durchmesser bewiesenen analog sind.
1) Wir ordnen jedem Punkt von 4 denjenigen Punkt von A zu, der auf
dem selben Strahl durch O liegt, aber von O am weitesten entfernt ist.
Wegen der Beschrinktheit und Abgeschlossenheit von .4 gibt es sicher
einen solchen Punkt. Die so aus .4 entstehende Teilmenge von .4 be-
zeichnen wir mit .4,. Dann gilt ersichtlich

fA) =£(A,)

denn das Maximum des Produktes in (20) kann nurauf 4, angenommen
werden.
2) Weiters gelten die folgenden Tatsachen

LIst A C B,soist f(A)<f(B)

II. Entsteht A aus A durch Adjunktion eines Punktes, so gilt
fA) =/(A)

I11. Ist A nicht leer und bedeutet A4 (6) die Menge detjenigen Punkte
der Ebene, die in den um die Punkte von 4 als Mittelpunkte konstruier-
ten Quadraten mit der Seitenlinge & liegen, so ist lim f(A()) =
f(A),(6 = 0).

Aus diesen drei Eigenschaften folgt nach Fekete!! daB ffiir den perfek-
ten Kern von 4 denselben Wert hat wie fiir A.

Nun der Beweis von L—II1I: I ist klar.

Um II. zu beweisen miissen wir zwei Fille unterscheiden, Erstens
(wenn wir uns noch immer der Bezeichnungen des Beweises zu Satz 9
bedienen) daf3 der adjungierte Punkt P (# ») nicht im Produkt (22) enthal-
ten ist

P(A + P) = 1p(A)

und zweitens, da3 (#,7) in dem Maximal-z-tupel (#,21) -+ (#,41, 2,41)
enthalten ist, etwa (#,2) = (#,412,+1). Dann wird

::3

Y(A + P) (#0011 — ty4127) - H (#04 — ne;)

1<i<k<n

I
—-

s

<

(%ﬂ/n+1 - ﬂﬂ+1w)90(/1)
i=1
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Bezeichnen wir mit% F das Maximum des Flicheninhaltes von Dreiecken

OCP, 0 € A, so gilt
2

fot = (A + P
woraus die Behauptung folgt.

> ,  n=l

M < Fritp(A)@m = Frir fif

Y

Beweis von I11.: Setzen wir ”(”2—_1) = v, so wird
FA@) = ] (o + )0+ Be) — (v + ) i+ 53)
1Si<k<n

wobei (x;,7;) € A und max (o], |5;]) <6.Wegen
[(xi + i) e + Be) — (xe + ax) i + Bi)| = | ye| + xx yit
+ xiBe + ye0i — xfi — yiou + ;B — B £
< |xi e — e il 440 + 26 < |y — xe i + L6
(K = max, e 4(|x], []), L Konstante > 4K + 20) gilt
A I e —xenl+ T (xie — e + L6)

1<i<k<n 1<i<k<n
— JI |xire = xen
1<i<k<n
< T e — xeml + (M + L8) = M
1<i<k<n

wo M das Maximum der Flicheninhalte der Dreiecke ORS, R, § € A4
bezeichne mége.

Aus der letzten Ungleichung folgt genau wie bei Fekete' die Behaup-
tung.
3) Der transfinite Flicheninhalt der Strecke 4B ist

p
4

wobei p den Abstand der Geraden, auf welcher 4B liegt, von 0 bedeutet
und s die Lange der Strecke ist.

Zum Beweise nehmen wir auf AB die » Punkte (&1,m1) -+ (&,,7,)
so an, daf} das Produkt (20) sein Maximum etteicht. Da die Gerade
auf der 4B liegt vom Ursprung den Abstand P hat, so wird in diesem Fall

ri= I1 n-ent=| TI VE—&r+m—n| s =ms

1<i<k<n 1<i<k<n

1 Fekete, Math. Zeitschr. 32.
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wobei 7, die beider Berechnung des transfiniten Durchmessers von 4B
auftretenden Maximalprodukte bedeuten. Damit ist die Berechnung des
transfiniten Flicheninhaltes auf die des transtransfiniten Durchmessers
zuriickgefiihrt und da der transfinite Durchmesser von 4B gleich { ist,
wird der transfinite Flicheninhalt wie behauptet
s

’ 4
4) Ist K ein Kontinuum, welches nicht ganz auf einer Geraden durch 0
liegt, so ist £(K)>0.

Zum Beweis schlage man um 0 einen Kreis (K ), dessen Radius mit 4;
bezeichnet werden mége, so daf der im Kreisring 4 f <x? 4+ 92 <d? lie-
gendeTeil von K nicht ganz auf einer Geraden durch O liegt.

Man kann dann also einen Winkel 6. mit 0<6 < 7 so angeben, daf3
ein Teil der Menge Kvon 0 aus unter dem Winkel ¢ gesehen wird. Unter
Beniitzung von 1) erkennt man, dal3 der transfinite Flicheninhalt
des Teiles von K, der in obigem Kreisring und in dem Sektor mit
dem Winkel 6 liegt, groBer ist, als der transfinite Flicheninhalt der
Sehne von K; welche den Zentriwinkel 6 hat. Jeder Strahl von 0 zu einem
Punktdieser Sehne muf3 ja einen Punkt von Ktreffen, da K als zusammen-
hingend angenommen wurde. Nach
3) ist der transfinite Flicheninhalt der Sehne gleich

sind
di >0
womit die Behauptung bewiesen ist.
5) Geht A durch die lineare Transformation
X =ax+by

L 4 ad — bc = D
J =t

in A’ iiber, so gilt
f(A") = Df(A).

Der Beweis folgt aus der Tatsache, daf3 sich bei der Transformation jeder
einzelne der Faktoren in dem Produkt (20) mit D multipliziert.

10.
Nun zeigen wir den Satz
Sarz 10: Ist der transfinite Flicheninhalt der Kurve C kleiner als 1, so kon-

nen die Integrale (18) durch geeignete Wahl einer Folge von Polynomen
(17) mit wachsendem 7 beliebig klein gemacht werden.
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Beweis: Die Integrale stellen wieder quadratische Formen in den 4; dar,
deren Diskriminanten die Gestalt haben

[xcocds, fx”x Yds, ... [x"y"ds
C C
D. gx”71]x”ds, JX Y Yyds, oo [x"yyds
=17 P
[ y"xcds, [y Yyds, ... [ y"y"ds
C C C

Dies 1463t sich nach der schon 6fter durchgefithrten Ubeﬂegung in der
Form schreiben

D¢ =

1
J f H ( X Ve — iji')zd‘fo T d‘rﬂ

(”+1 Co<i<kZn

Sei nun f(C) kleiner als 1. Wir wihlen ein £€>0 so, daB3 auch noch
f(C) + e<1 ist. Nach der Definition des transfiniten Flicheninhaltes
wird von einem gewissen # an fiir alle (x; y;) € 0A4B

n(nt1)

T oe—x0)S(F(C) +e) 2

0Si<k=n

n(n+1)

und also der Integrand in obigem Integral < ( f(C) +¢) . Daraus

folgt

DC g Lﬂ+1(f(C) + E)ﬂ(77+1)

(n+1)!
und schlieBlich

(ﬂ—l—l)”ﬂ CS L(ﬂ+1)

womit der Satz bewiesen ist. Ahnlich zeigt man

(f(O)+e) ~ (f(C)+¢)

Sary 110 Bezeichnet man den transfiniten Flicheninhalt der Kurve
x = x(s)?, y = y(s)? mit f, und ist f,<1, so kann man homogene Poly-
nome mit durch p teilbarem Grad und mit ,,Liicken von der Linge p* so
angeben, daf3 die in Rede stehenden Integrale mit wachsendem # beliebig
klein werden.

11.

In diesem Abschnitt wollen wir wieder eine Kurve C der komplexen z-
Ebene betrachten, welche geeigneten Einschrinkungen unterworfen sei.
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Wir bilden die Integrale
L= [Ip)Pdkl, puz) =0+ + a1z, (23)

wobei jetzt die 4; ganze Zahlen aus dem Kérper K(7y/7) sein sollen
(m>0, quadratfrei, ganz rational)
Wir beweisen

Sarz 12: Wenn der transfinite Durchmesser ¢ von C kleiner als 1ist, konnen
in (23) die p, so gewihlt werden, daf3 I, — 0 wenn » — oo.

Beweis: I, ist einen hermitesche Form in den 4;. Die 4; sollen ganze Zah-
len aus K(74/7) sein. Es gilt daher

a;=x;+iyiym m=2, m=1 (mod4)

V; +2”z +Zi}\/7;
2

x, ¥, #, 4, ganz rational. Die hermitesche Form wird so eine hermitesche
Form in den 2x Variablen x;, y; bezw. #;, v;. Indem man die Koeffizienten
noch in Real- und Imaginirteil spaltet erhilt man eine quadratische Form
der 2n Vetindetlichen x;, y; bezw. #;,»;. Ihre Diskriminante ist nun zu
berechnen. Nehmen wir allgemein eine Form

m=3 (mod4)

F= z”: bipaiag, |Det byl =D, by = by
ik=1

bix = aix + iBi

so wird die zugeordnete quadratische Form im ersten Fall
F =" (au+iBie) (x; + iv/myi) (e — iv/mye)
= awape+ Y awmge+ Y Buv/mxp
= Bumyixa

Die Determinante dieser quadratischen Form in 2% Variablen, die wir mit

A bezeichnen, ,,zerfillt“ in 4 Teilquadrate, was wir in symbolischer Form
so schreiben

o e = vy

Qg Bie
—Bie

—BuNm Cpm

Der Wert der letzteren Determinante ist aber D2. Um dies einzusehen hat
man nur die mit/ multiplizierte (7 + £&)— te Spalte zur & ten zu addieren
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und danach die mit - multiplizierte &te Zeile zur (7 + £)-ten Zeile zu
addieren. (£ = 1,2...7) Insgesamt haben wir also

A=w"D* m#3 (mod4)

Analog wird im zweiten Fall

A= (@> ZﬂDz

2

Fur D haben wir bereits oben die Abschitzung hergeleitet

n

L
D< —'/ez<”“>, lim 4, = ¢
n.

und daher gilt
L

20V A = 20/m\/D < 2/ m— £
im anderen Fall
NG Lo
=2n—vVDZ — &
"= /D n/m W/é ,
woraus nach dem Minkowski’schen Satz sofort die Behauptung folgt.
Aus der letzteren Abschitzung kbnnen wir noch das folgende Ergebnis
entnehmen

Sarz 13: Es sei der transfinite Durchmesser ¢ von C < 1. Es moge 7,
eine Folge von ganzen rationalen quadratfreien Zahlen durchlaufen, so
daB3 lim 7, = 00 und aullerdem

2;1)

m, =0
(léﬂ

wobei die £, jetzt die Produkte (12) bedeuten mit lim, _, o, £, = ¢. Dann
kénnen die Koeffizienten von p,(z) als ganze Zahlen des Kérpers
K(z\/%) so gewihlt werden, daB lim, oI, = 0 ist.

Man kann also die Zahlenmengen, aus denen die Koeffizienten der p,
gewihlt werden, immer ,,weniger dicht“annehmen.

1

12.

Betrachtet man das Polynom p,(x) = ax” (a>0; ganz rational) und bildet
man

ﬂZ

2n+1

)

1
I, = [ pr(x)dx =
0
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so sieht man folgendes: Wenn /, eine Folge ganzer Zahlen ist, fur die
lim, oo/, = 00 und /, = o(y/) gilt, so gibt es immer /, Polynome p,
fur welche lim,,~ I, = 0, gleichgltig fiir welches der /, Polynome p,
man das Integral I, berechnet. (Man hat nura = 1,2. ../, zu setzen)

Diese Bemerkung zeigt, daf} es sozusagen sehr viele Polynome mit
ganzzahligen Koeffizienten gibt, fir welche die Integrale I, beliebig
klein werden.

In Verallgemeinerung dessen zeigen wir

Sarz 14: Sei C eine Kurve mit dem transfiniten Durchmesser ¢ < 1. Dann
gibt es zu jeder monoton — oo wachsenden Folge ganzer Zahlen /, fiir

die
l, = L
ﬂ_o ﬁ

jedenfalls /, Polynome P, mit ganzzahligen Koeffizienten (aus K(7)) so,
dal3 die Integrale (11) mit wachsendem 7 beliebig klein werden, gleichgiil-
tig welches der /, Polynome p, man zu ihrer Bildung verwendet.

Beweis: Nach einem Satz von Blichfeldt kann man zu jeder positiv defini-
ten quadratischen Form

1= Z bixaiag
ik=1
mit der Diskriminante D £ Gitterpunkte des #-dimensionalen Raumes
(451) X 'Ll}(;))(l. =1,2,...£) finden, so dafB gilt
fz(agi) ---afﬂ)gkz nND i=1,2,...k

Wenden wir diesen Satz auf die fiir I, erhaltene quadratische Form an, so
kommen wir genau auf die Behauptung.

Zu den Sitzen 12,13, 14 dhnliche Sitze konnten auch fiir die homoge-
nen Polynome aus 8. auf die gleiche Art bewiesen werden.

Anschrift: Prof. Dr. E. Hlawka, MargaretenstraBe 27/2/9, 1040 Wien.



