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SteinerscheTorus£Ìchen

Von

W. Schuster
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am19. Juni 1997

durch das w. M. Ludwig Reich)

Herrn Prof. Dr.H. C.GÏnter Pickert
zum 80. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Durch drei Punkte X0;X1;X2 geht genau eine Ellipse, deren Mittel-
punkt mit dem Schwerpunkt dieser Punkte zusammenfÌllt. DieTangente
an diese Ellipse in einem der Punkte X0;X1;X2 ist parallel zu der Ge-
raden durch die beiden anderen Punkte. Zugleich besitzt diese Ellipse
eine Minimaleigenschaft: Unter allen Ellipsen durch die Punkte
X0;X1;X2 hat sie den kleinsten FlÌcheninhalt.
Der Schweizer MathematikerJacob Steiner (1796^1863) hat sich zuerst

mit dengeometrischenEigenschaften dieser nach ihmbenanntenEllipse
beschÌftigt (vgl. [1]).
Eigenschaften der Steinerschen Ellipse ¢nden sich wieder bei einer

m-dimensionalen Torus£Ìche T(X), die jedem Polygon X�
�X0;X1; . . . ;Xnÿ1�; X j 2 R d ; d � 1; mit ungerader Eckenzahl
n � 2m� 1 auf kanonische Weise zugeordnet ist. Die Eckpunkte Xj
von X liegen auf der FlÌcheT(X). Diese Zuordnung stiftet diem-dimen-
sionale reelle LiegruppeTu der orthogonalen zirkulanten �n; n�-Matrizen
A(t) mit ungerader Zeilenzahl, indem sie alsTransformationsgruppe auf der
Menge der Polygone mit ungerader Eckenzahl wirkt. Die Gruppe Tu ist
isomorph zur m-Torusgruppe e2� i t1 � e2� i t2 � � � � � e2� i tm ; t j 2 R: Die



zu einem Polygon X�X(0) gehÎrigen transformierten Polygone X�t� �
A�t�X;A�t� 2 Tu; t 2 Rm; liegen auf derTorus£Ìche T�X�:Jede Kom-
ponenteXk�t� von X(t) liefert eine Parameterdarstellung der FlÌcheT(X).
Im Falle gerader Eckenzahl n � 2m� 2 des Polygons X ist

T�X� � T��X� [ Tÿ�X� die Vereinigung zweier zueinander parallel-
verschobenerTorus£Ìchen T��X� und Tÿ�X� mit den Eigenschaften:
T��X� geht durch die Eckpunkte X2k von X mit geraden Index und
Tÿ�X� durch die Eckpunkte X2k�1 mit ungeradem Index. Die FlÌche
T�X� wird erzeugt durch die reellem-Torusgruppe Tg der orthogonalen
zirkulanten MatrizenA�t�; t 2 Rm, mit gerader Zeilenzahl n � 2m� 2.
Die transformierten Polygone X�t� � A�t�X;A�t� 2 Tg; bewegen

sich so auf der FlÌche T�X�, daÞ die Komponenten (Punkte)X2k�t�mit
geradem Index auf die FlÌcheT��X� fallen und die PunkteX2k�1�t�mit
ungeradem Index auf die FlÌche Tÿ�X�.
DieTangentialebene an die FlÌche T�X� im PunktXk wird jedesmal auf-

gespannt von den m Vektoren Xkÿj ÿXk�j; j � 1; 2; . . . ;m: Diese
Eigenschaft der FlÌchen T�X� verallgemeinert also eine Eigenschaft
der Steinerschen Ellipse.
Eine Invariante der transformierten PolygoneX(t) ist ihr Schwerpunkt. Er

fÌllt mit dem Schwerpunkt von X zusammen.Weitere Invarianten erge-
ben sich aus der OrthogonalitÌt der GruppenTg undTu: Bezeichnenwir
mit Q(X) die Quadratsumme X 2

0 �X 2
1 � � � � �X 2

nÿ1; dann gilt
Q�X�t�� � Q�X� fÏr jedes transformierte Polygon X(t). Der Ausdruck
Q stellt also ebenfalls eine Invariante bezÏglich derTransformationsgrup-
pen Tg und Tu dar. Da zirkulante Matrizen vertauschbar sind, gilt auÞer-
dem fÏr jede zirkulante reelle (n; n�-Matrix C die Invarianzbeziehung
Q�CX�t�� � Q�CX�: Eine Abbildung X! CX vermÎge einer reellen
zirkulanten Matrix C kann immer geometrisch interpretiert werden (vgl.
[6]). Daher ergeben sich aus dieser Invarianzbeziehung interessante
metrische Aussagen. So gilt z.B. fÏr eine Ellipse mit den Halbachsen a

Abb.1. Die Steinersche Ellipse durch die PunkteX0;X1;X2
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und b: Ist X � �X0;X1;X2� ein Dreieck auf dieser Ellipse, dessen
Schwerpunkt mit ihrem Mittelpunkt zusammenfÌllt, dann besteht fÏr
die Summe der Seitenquadrate die Beziehung �X1 ÿX0�2�
�X2 ÿX1�2 � �X0 ÿX2�2 � 9

2 �a2 � b2� (s. Abschnitt 3.1, Satz 2).
DieGruppeTu besitzt eine1-dimensionaleUntergruppeS.Diese erzeugt

eine geschlossene C1-Kurve S(X) durch die Eckpunkte des PolygonsX.
Im Falle n � 3 ist S(X) die Steinersche Ellipse durch die Eckpunkte
des Dreiecks X � �X0;X1;X2�: Die Kurve S(X) stellt daher eine
Verallgemeinerung der Steinerschen Ellipse fÏr Polygone mit ungerader
Eckenzahl dar. Sie lÎst zugleich die Interpolationsaufgabe, die Eckpunkte
eines Polygons X durch eine unendlich glatte geschlossene Kurve zu
verbinden.
IstE � �E0;E1; . . . ;Enÿ1�dieStandardbasisdesR n;dann istS(E)eine

GeodÌtische aufT(E). JederTorusT�X� � R d ist das BildT�X� � �T�E�
des StandardtorusT(E) unter der linearen Abbildung �: Rm ! R d , die
jedem Basisvektor Ej 2 R n den Vektor Xj 2 R d zuordnet. Dabei geht
die GeodÌtische S(E) in die Kurve S�X� � �S�E� Ïber. Als lineares Bild
einer GeodÌtischen verbindet die interpolierende Kurve S(X) die Eck-
punkte von X auf eine sehr natÏrlich wirkendeWeise.
Im Fall geraderEckenzahl des Polygons zerfÌllt die von der1-dimensio-

nalenUntergruppe S � Tg erzeugteMannigfaltigkeit S(X) in die paralle-
len geschlossenen Kurven S��X� und Sÿ�X�; die (als Punktmengen)
aber auch zusammenfallen kÎnnen. S��X� geht durch die Eckpunkte
mit geradem und Sÿ�X� durch die Eckpunkte mit ungeradem Index.
Im Fall n � 4 sind S��X� und Sÿ�X� zwei parallelverschobene Ellipsen.
Eine 2-dimensionale Untergruppe F von Tu mit S � F erzeugt zu

jedem Polygon X mit ungerader Eckenzahl eine 2-dimensionale Torus-
£Ìche F(X) durch die Eckpunkte von X. Es bestehen daher die geome-
trischen Inklusionen S�X� � F�X� � T�X� entsprechend den
Untergruppen-Beziehungen S � F � Tu.
HerrnCarstenKÏhn (TÏbingen) danke ich fÏr die ErstellungdesTextes

und die sorgfÌltige AusfÏhrung der Abbildungen.

1. Zirkulante Matrizen und ihre Spektralform

Mit J bezeichnenwir die zyklischePermutationsmatrix,welche die Spalte
X��X0;X1; . . . ;Xnÿ1�T in die Spalte JX � �X1;X2; . . . ;X0�T Ïber-
f Ïh r t . Di e e r s t e Ze i l e von J i s t �0; 1; 0; . . . ; 0�, d i e zwe i t e
�0; 0; 1; 0; . . . ; 0�, und die n-te lautet �1; 0; . . . ; 0�. Eine Matrix, bei der
sich die Zeilen nacheinander durch zyklische Permutation der ersten
Zeile ergeben, heiÞt zirkulant. (ZurTheorie der zirkulanten Matrizen
vgl. [3].) Eine zirkulante �n; n�-MatrixAwird also durch dieAngabe ihrer
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ersten Zeile �a0; a1; . . . anÿ1� bestimmt.Wir schreiben daher auch A �
< a0; a1; . . . anÿ1 >; also J �< 0; 1; 0; . . . ; 0 > :
Mit Hilfe des Polynoms p�x� � a0 � a1x� � � � � anÿ1xnÿ1 kann man

A auch in der Form

A � p� J� � a0I � a1 J � � � � � anÿ1 J nÿ1 �1�
angeben. (Zirkulante MatrizenA;B sind also vertauschbar:AB � BA:�
FÏr unsere Zwecke geeigneter als die Polynomform (1) ist die Spektralform

A �
Xnÿ1
j�0

p�� j�Pj �2�

der zirkulanten Matrix A. Hier ist � � e
2�i
n eine n-te Einheitswurzel,

und die Pj sind Projektionsmatrizen. D.h., es gilt Pj � Pk � 0 fÏr j 6� k
und Pj � Pj � Pj: Zwischen den Matrizen J und Pj bestehen die Be-
ziehungen

Pj � 1
n

Xnÿ1
k�0

�ÿjkJ k �3�

und

J k �
Xnÿ1
j�0

�k jPj: �4�

Setzt man bei (4) k � n, dann erhÌlt manwegen Jn � I inXnÿ1
j�0

Pj � I �5�

eine Zerlegung der Eins (Einheitsmatrix).
Die Projektionen Pj stehen in engem Zusammenhang mit den

Vektoren sk � �1; �k; �2k; . . . ; ��nÿ1�k�T ; k � 0; 1; . . . ; nÿ 1, des kom-
plexen Vektorraums C n: Diese bilden eine orthogonale Basis des C n

bezÏglich des Skalarproduktes x � y � x� y � P nÿ1
j�0 �xj yi, x; y 2 Cn.

Es gilt sj � sk � n�jk, wenn �jk das Kroneckersymbol ist. Der Vektor sk
ist Eigenvektor der Matrix J zum Eigenwert �k; Jsk � �ksk.Wegen (3)
ist Pjsk � �jksk. Aus der kanonischen Darstellung

x �
Xnÿ1
j�0

1
n
�sj � x�sj �6�

desVektors x in bezug auf die Basis fs0; s1; . . . ; snÿ1g folgt dann durch
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Anwendung der Projektion Pk die Beziehung

Pkx � 1
n
�sk � x�sk: �7�

Die Zahlen

ak�x� � 1
n
�sk � x� � 1

n

Xnÿ1
j�0

�ÿk jxj �8�

sind die Fourierkoe¤zienten des n-tupels x � �x0;x1; . . . ;xnÿ1�, das sich
auch als Polygon der komplexen Ebene C deuten lÌÞt, in bezug auf die
orthogonale Basis fs0; s1; . . . ; snÿ1g des Cn (s. [5]). Jedes ebene Polygon
x kann also wegen (6) als Summe von regelmÌÞigen Polygonen (Sternpo-
lygonen) dargestellt werden.
Da die Projektionen Pj zirkulante Matrizen sind und jede Linearkom-

bination zirkulanter Matrizen ebenfalls zirkulant ist, folgt mit (2), daÞ
jede zirkulante MatrixA eindeutig in der Spektralform

A �
Xnÿ1
j�0

c jPj; c j 2 C; �9�

geschriebenwerden kann. Die Koe¤zienten cj sind dieEigenwerte vonA.
Daher ist

det A �
Ynÿ1
j�0

c j: �10�

Nach diesenVorbereitungen sind wir in der Lage, die reellen orthogonalen
zirkulanten Matrizen zu bestimmen.

2. Die reellen orthogonalen zirkulanten Matrizen

Eine reelle zirkulante MatrixA � �A muÞwegen (9) die Bedingung

A �
Xnÿ1
j�0

c jPj �
Xnÿ1
j�0

c j�Pj

erfÏllen. Aus (3) folgt �Pj � Pnÿj � Pÿj, wennwir mit den Indizes mod n
rechnen. Aufgrund der linearen UnabhÌngigkeit der Projektionen Pj ist
cnÿj � cÿj � cj: Bei ungerader Zeilenzahl n � 2m� 1 besitzt daher eine
reelle zirkulante MatrixA die Darstellung

A � c0P0 �
Xm
j�1
�c jPj � c jPÿj� �11�
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mit c0 2 R, und bei gerader Zeilenzahl n � 2m� 2 ist

A � c0P0 � cm�1Pm�1 �
Xm
j�1
�c jP j � c jPÿj� �12�

mit c0; cm�1 2 R:
Als Projektionsmatrizen sind die Matrizen Pj hermitesch, d.h., es gilt

P�j � Pj mit P�j � �PT
j : (Man rechnet das auch mit (3) leicht nach.) Eine

(komplexe) Matrix A mit der Eigenschaft A�A � I heiÞt unitÌr. Eine
reelleunitÌreMatrix ist daher orthogonal. Damit dieMatrix (11) orthogonal
ist, muÞ also gelten

A�A � c20P0 �
Xm
j�1
jc jj2�Pj � Pÿj� � I

Die rechte Seite kann aber wegen (5) in der Form I �
P0 � P1 � � � � � Pnÿ1 geschrieben werden, so daÞ wegen der linea-
ren UnabhÌngigkeit der Projektionen Pj notwendig die Bedingung
c20 � 1 und jc jj2 � 1, d.h., c0 � �1 und cj � e2� i tj ; j � 1; 2; . . . ;m;
folgt. Mit der Forderung detA � c0 � �1 (s. (10)) erhÌlt man dieMatri-
zen

A�t� � P0 �
Xm
j�1
�e2� i tjPj � eÿ2� i tjPÿj� �13�

mit t � �t1; t2; . . . ; tm� 2 Rm. Die Matrizen A(t) bilden eine m-dimen-
sionale Liegruppe Tu, und zwar einen sogenannten Torus, das ist eine
abelsche Untergruppe der speziellen orthogonalen Gruppe SO�n� (s.
[2]). Die Multiplikation in Tu erfolgt nach der Regel A�t� �A�t 0� �
A�t� t 0�: Im Fall gerader Zeilenzahl n � 2m� 2 fÏhrt die Bedingung
detA � �1 auf diem-dimensionale Liegruppe Tg der Matrizen

A�t� � P0 � Pm�1 �
Xm
j�1
�e2� i tjPj � eÿ2� i tjPÿj�: �14�

Insbesondere bei geometrischen Interpretationen erweist sich die
Schreibweise

A�t� �
Xnÿ1
k�0

�k�t�Jk �< �0�t�; �1�t�; . . . ; �nÿ1�t� > �15�

als vorteilhaft. Indem man bei (13) die Projektionen Pj;Pÿj durch
die Darstellung (3) ersetzt und die Faktoren bei den Permutationen Jk
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sammelt, ergibt sich im Fall n � 2m� 1:

�k�t� � 1
n

1�
Xm
j�1
�e2� i tj�ÿj k � eÿ2� i tj �ik�

 !
: �16�

In reeller Schreibweise ist also

�k�t� � 1
n

1� 2
Xm
j�1

cos 2� tj ÿ jk
n

� � !
: �17�

Beim geraden Fall n � 2m� 2 folgt auf die gleicheWeise mit (14):

�k�t� � 1
n

1� �ÿ1�k �
Xm
j�1
�e2� i tj�ÿjk � eÿ2� i tj� jk�

 !
�18�

bzw.

�k�t� � 1
n

1� �ÿ1�k � 2
Xm
j�1

cos 2� tj ÿ jk
n

� � !
�19�

in der reellen Schreibweise.
Wir betrachten nun die Funktionen �k�t� an den Stellen tl �

l
n � �1; 2; . . . ;m� mit l � 0; 1; . . . ; nÿ 1: Es ist also bei (16) bzw. (18)
tj � l

n j zu setzen. Im Fall n � 2m� 1 ergibt sich dann

�k�tl� � �k l ; �20�
wobei �kl das Kroneckersymbol bedeutet. Im Fall n � 2m� 2 muÞ man
zwischen l gerade und l ungerade unterscheiden und ¢ndet:

�k�t2 l� � �k;2 l �21�
und

�k�t2 l�1� � 1ÿ 2
n ; k � 2l � 1

�ÿ1�k 2
n ; k 6� 2l � 1:

�
�22�

Aus den Spektraldarstellungen (13) und (14) sowie aus der Gruppenei-
genschaft der MatrizenA(t) folgen funktionale Beziehungen fÏr das Funktio-
nensystem �0�t�; �1�t�; . . . ; �nÿ1�t�: Die Matrix A(t) besitzt die
Eigenwerte 1; e2� i tj ; eÿ2� i tj im Fall n � 2m� 1 bzw. 1;ÿ1; e2� i tj ; eÿ2� i tj
im Fall n � 2m� 2: ZugehÎrige Eigenvektoren sind im ersten Fall die
Vektoren eT � �1; 1; . . . ; 1�; s j � �1; � j; . . . ; ��nÿ1� j�T und sÿj �
�1; �ÿj; . . . ; �ÿ�nÿ1� j�T . Zum Eigenwert ÿ1 gehÎrt der Eigenvektor
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�ÿ1; 1; . . . ;ÿ1; 1�. Aus der BeziehungA�t�e � e folgt dannXnÿ1
k�0

�k�t� � 1: �23�

Das bedeutet: Die Funktionen �k�t� bilden eine Zerlegung der Eins. Aus
A�t�sj � e2� i tjsj bzw. A�t�sÿj � eÿ2� i tjsÿj; j � 1; 2; . . . ;m, folgen
entsprechend die funktionalen BeziehungenXnÿ1

k�0
� jk�k�t� � e2� i tj �24�

bzw. Xnÿ1
k�0

�ÿjk�k�t� � eÿ2� i tj : �25�

Im Fall n � 2m� 2 tritt noch die BeziehungXnÿ1
k�0
�ÿ1�k�k�t� � ÿ1 �26�

hinzu. DieVerknÏpfungsregel A�t� �A�t 0� � A�t� t 0� impliziert die
Beziehung Xnÿ1

k�0
�k�t��lÿk�t 0� � �l�t� t 0�; �27�

und da A(t) eine orthogonale Matrix ist, d.h., es gilt A�t�A�t�T � I,
bilden die ZeilenvektorenvonA(t) einOrthogonalsystem.Das bedeutet:Xnÿ1

k�0
�2
k�t� � 1 �28�

und Xnÿ1
k�0

�k�t��k�l�t� � 0 �29�

fÏr l � 1; 2; . . . ; nÿ 1. Das System der Funktionen �2
k�t� bildet also

ebenfalls eine Zerlegung der Eins.
Die Wirkung der Matrix A(t) auf einen Vektor x 2 R n; n � 2m� 1,

wird besonders durchsichtig, wenn man x bezÏglich der Basis
fs0; s1; . . . ; sm; sÿ1; sÿ2; . . . ; sÿmg des C n (die auch eine Basis des Rn ist)
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darstellt. Sei

x � y0 s0 �
Xm
j�1
� y j s j � yÿjsÿj�; �30�

wobei y0 2 R ist und yÿj � yj gilt, dann folgt mit (13) unter Beachtung
vonA�t�s� j � e�2� i tjs� j:

A�t�x � y0 s0 �
Xm
j�1
� yj e2� i tj s j � yÿj eÿ2� i tj sÿj� �31�

In bezug auf die Basis fs0; sj; sÿjg hatA(t) daher dieDiagonalform

A�t� � diag�1; e2� i t1 ; . . . ; e2� i tm ; eÿ2� i t1 ; . . . ; eÿ2� i tm� �32�

Beispiel 1: Im Fall n � 3; � � ÿ 1
2� i

��
3
p
2 , ist sT0 � �1; 1; 1� � eT ;

sT1 � �1; �; �2� � aT � ibT mit a � �1;ÿ 1
2 ;ÿ 1

2�;b � �0;
��
3
p
2 ;
ÿ ��3p
2 � und

sÿ1 � s1 � aT ÿ ibT . DieVektoren fe; a;bg bilden eine positiv orien-
tierte Orthogonalbasis des R3. BezÏglich der Basen fs0; s1; sÿ1g und
fe; a;bg schreibt sich derVektor x 2 R3 in der Form

x � y0 s0 � y1s1 � yÿ1sÿ1
� y0e� 2y11a� 2y12b

�33�

mit y1 � y11 ÿ i y12.Wendet man auf den Vektor yT � �1; y1; yÿ1� die
Matrix

A�t� �
1 0 0
0 e2� i t 0
0 0 eÿ2� i t

0@ 1A �34�

an, dann ¢ndet man

A�t�x � y0e� 2�cos2�t � y11 ÿ sin2�t � y12�a
� 2�sin2�t � y11 � cos2�t � y12�b

�35�

Das bedeutet: DieMatrixA�t� beschreibt eineDrehung gegen denUhr-
zeigersinn um die Achse e mit dem Drehwinkel 2�t.

3. DieTorus£Ìche eines Polygons

Die Punkte eines R d beliebiger Dimension d kennzeichnen wir durch
ihre Ortsvektoren in bezug auf einen Ursprung O. Mit X �
�X0;X1; . . . ;Xnÿ1� bezeichnen wir ein Polygon als n-tupel von Punkten
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des R d. Bei der Matrix�Vektor-Notation istX immer als Spalte zu verste-
hen. Das ProduktX � Y ist das Skalarprodukt in R d .
Die MatrizenA�t� 2 Tu transformieren ein PolygonXmit ungerader

Eckenzahl in eine Schar von Polygonen A�t�X; deren Struktur wir im
folgenden untersuchen.

3.1. Ungerade Eckenzahl

Es sei also X ein Polygon mit ungerader Eckenzahl n � 2m� 1.Wir
betrachten die m-dimensionale Mannigfaltigkeit TuX � fX�t�jX�t� �
A�t�X;A�t� 2 Tug: Dann ¢ndet man mit (13) unter BerÏcksichtigung
der Beziehungen (7), (8) fÏrX(t) die komplexeDarstellung

X�t� � a0�X�s0 �
Xm
j�1
�e2� i tj aj�X�sj � eÿ2� i tj aÿj�X�sÿj�: �36�

Diese ist gegenÏber der reellenDarstellung (s. (15))

X�t� �< �0�t�; �1�t�; . . . ; �nÿ1�t� > X �37�
strukturell durchsichtiger. Jede Komponente Xk�t) des n-tupels
X�t� � �X0�t�;X1�t�; . . . ;Xnÿ1�t�� lÌÞt sich als Parameterdarstellung einer
m-dimensionalen FlÌche in R d au¡assen. Aus (36) liest man ab:

Xk�t� � a0�X� �
Xm
j�1
�e2� i tj aj�X�� jk � eÿ2� i tj aÿj�X��ÿjk� �38�

Die durch Xk�t� parametrisierte FlÌche besitzt die Struktur
e2� i t1 � e2� i t2 � � � � � e2� i tm einer m-dimensionalen Torus£Ìche. Wegen
e2� i tj� jk � e2� i�t j� jk=n� sind die Komponenten Xk�t� nur unterschie-
dliche Parametrisierungen derselben zum PolygonX gehÎrigenTorus£Ìche
T�X�. Als Standardbeschreibung vonT(X) wÌhlenwir die Parametrisier-
ungX�t� � X0�t�, also

X�t� � a0�X� �
Xm
j�1
�e2� i tj aj�X� � eÿ2� i tj aÿj�X�� �39�

bzw.

X�t� �
Xnÿ1
k�0

�k�t�Xk �40�

mit reellen Koe¤zienten �k�t�:
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Den Fourierkoe¤zienten aj�X� kann man in der Form (s. (8))

aj�X� � bj�X� ÿ i cj�X� �41�
mit

bj�X� � 1
n

Xnÿ1
k�0

cos2� jk
n

Xk;

cj�X� � 1
n

Xnÿ1
k�0

sin2� jk
n

Xk

�42�

schreiben. Damit geht (39) Ïber in die Darstellung

X�t� � a0�X� � 2
Xm
j�1
�cos2�tj � bj�X� � sin2�tj � cj�X��: �43�

Eine Beziehung der Form Y�t� � 2cos2�t � b� 2sin2�t � c ist die
Parameterdarstellung einer Ellipse in der von den (reellen) Vektoren b
und c aufgespannten Ebene. Daher gibt die Darstellung (43) denAufbau
der FlÌche als additive Ûberlagerung von m Ellipsen in den von den
Vektoren bj�X�; cj�X� aufgespannten Ebenenwieder.
Die FlÌcheT�X�wird allein durch dieGeometrie des PolygonsX, d.h.

durch seineEckpunkte bestimmt. Sind nÌmlichX 0k � Xk � C;C 2 R d ,
die Ortsvektoren der Eckpunkte bezÏglich des Ursprungs O 0, dann folgt
mit (40) und (23): X 0�t� �P nÿ1

k�0 �k�t�X 0k �
P nÿ1

k�0�t��Xk � C� �P nÿ1
k�0 �k�t�Xk � C � X�t� � C.
Die Eckpunkte von X liegen auf derTorus£ÌcheT(X). Mit (20) erhÌlt

man nÌmlich:

X�tl� � Xl ; l � 0; 1; . . . ; nÿ 1: �44�
Beispiel 2: Im Fall des Dreiecks X � �X0;X1;X2� hat dieTorus£Ìche
T(X) die Parameterdarstellung (s. (36), (37), (17), (8))

X�t� � 1
3
�X0 �X1 �X2� � e2� i t

1
3
�X0 � �ÿ1X1 � �ÿ2X2�

� eÿ2� i t
1
3
�X0 � �X1 � �2X2�

�45�

mit � � e2� i=3 � 1
2� i

��
3
p
2 ; bzw:

X�t� � 1
3
�1� 2 cos2�t�X0 � 1

3
1� 2 cos 2� t ÿ 1

3

� �� �
X1

� 1
3

1� 2 cos 2� t ÿ 2
3

� �� �
X2

�46�
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in der reellen Schreibweise.X�t� ist die Parameterdarstellung einerEllipse
in R d . O¡enbar kann man nÌmlich (46) auf die Form X�t� �
1
3 �X0 �X1 �X2� � cos 2�t �A� sin 2�t � B mit Vektoren A;B 2 R d

bringen. Die Ellipse geht durch die Punkte X0 � X�0�;X1 � X�13�
und X2 � X�23�: Wegen 1

2 �X�t� �X�t � 1
2�� � 1

3 �X0 �X1 �X2� ist
der Schwerpunkt des Dreiecks X zugleich der Mittelpunkt der Ellipse.
Also ist T(X) die zum DreieckX gehÎrige SteinerscheEllipse. &

Die FlÌche T(X) ist symmetrisch zum Schwerpunkt a0�X� �
1
n �X0 �X1 � � � � �Xnÿ1� des Polygons X. Es gilt nÌmlich wegen
�k�t� 1

2 e� � �k�t� � 2
n ; e � �1; 1; . . . ; 1�;

1
2

X�t� �X�t� 1
2
e�

� �
� a0 �X�; �47�

wie die Parameterdarstellung (36) erkennen lÌÞr.
Wir bestimmen dieTangentialebene anT(X) in einem PunktXl . DerTan-

gentialvektor vj�t� im PunktX(t) in Richtung tj ist derVektor

vj�t� �
Xnÿ1
k�0

@

@tj
�k�t�Xk � 2�i

n

Xnÿ1
k�0
�e2� i tj�ÿjk ÿ eÿ2� i tj� jk�Xk: �48�

In einem EckpunktXl � X�tl�; tl � l
n :�1; 2; . . . ;m�; ist dann:

vj�tl� � 2�i
n

Xnÿ1
k�0
�� j�lÿk� ÿ �ÿk�lÿk��Xk �49�

Setztman k � l � r; r � 0; 1; . . . ;m; so folgt fÏr denTangentialvektor
in Richtung tj im PunkteXl 2 T�X� die Darstellung

vj�tl� � 4�
n

Xm
r�1

sin
2�jr
n
�Xlÿr ÿXl�r�: �50�

DieTangentialebene an denTorusT(X) im PunkteXl wird also aufge-
spannt von den Vektoren Xlÿr ÿXl�r; r � 1; 2; . . . ;m. Im Fall des
Dreiecks X � �X0;X1;X2� ist dies eine Eigenschaft der Steinerschen
Ellipse.
Die reellen Matrizen A�t� 2 Tu sind orthogonal. Daher ist die Qua-

dratsumme

Q�X� �
Xnÿ1
k�0

X 2
k �51�

eine Invariante der Polygone X�t� � A�t�X;A�t� 2 Tu; d.h. es gilt

Q�X�t�� � Q�X�: �52�
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Ist C eine reelle zirkulante �n; n�-Matrix, dann besteht wegen derVer-
tauschbarkeit der Matrizen C und A�t� auÞerdem die Invarianzbezie-
hung

Q�CX�t�� � Q�CX�: �53�
So ÏbertrÌgt sich z.B. die Invarianzeigenschaft (53) Ïber die zirkul-

ante Matrix C � J ÿ I auf das Polygon �J ÿ I�X der Seiten Xj�1 ÿX j
von X.

Der Standardtorus

Den TorusT(E), der zur Standardbasis E � �E0;E1; . . . ;Enÿ1� mit
E0 � �1; 0; . . . ; 0�;E1 � �0; 1; 0; . . . ; 0�; . . . ;Enÿ1 � �0; . . . ; 0; 1�, des
Rn gehÎrt, bezeichnen wir als Standardtorus. Seine Parameterdarstellung
lautet

X�t� �
Xnÿ1
k�0

�k�t�Ek �54�

Aus (28) liest man ab: T(E) liegt auf der Einheitskugel x2
0�

x2
1 � � � � � x2

nÿ1 des R n. Mit der komplexen Darstellung (16) der

Abb. 2. Die Tangentialebene im Punkt X1 an den Torus T(X) durch das Siebeneck
X � �X0;X1; . . .X6� wird aufgespannt von den Vektoren X0 ÿX2;X6 ÿX3 und

X5 ÿX4
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Funktionen �k�t� erhÌlt man:

X�t� � 1
n

Xnÿ1
k�0

1�
Xm
j�1
�e2� i tj�ÿjk � eÿ2� i tj� jk�

 !
Ek

� 1
n

Xnÿ1
k�0

Ek �
Xm
j�1

e2� i tj
1
n

Xnÿ1
k�0

�ÿjkEk �
Xm
j�1

eÿ2� i tj
1
n

Xnÿ1
k�0

� jkEk

� 1
n

Xnÿ1
k�0

Ek �
Xm
j�1

cos 2�tj
1
n

Xnÿ1
k�0
��ÿjk � � jk�Ek

�
Xm
j�1

sin 2�tj
i
n

Xnÿ1
k�0
��ÿjk ÿ � jk�Ek

Die letzte Zeile veranlaÞt dazu, die (reellen) Vektoren

B0 � 1
n

Xnÿ1
k�0

Ek

B�j �
1
n

Xnÿ1
k�0
�� jk � �ÿjk�Ek; j � 1; 2; . . . ;m

Bÿj �
1
in

Xnÿ1
k�0
�� jk ÿ �ÿjk�Ek; j � 1; 2; . . . ;m

�55�

einzufÏhren. Diese bilden eine Orthogonalbasis des R n mit kB0k � 1��
n
p und

kB�j k � kBÿj k �
��
2
n

q
: BezÏglich der Basis B � fB0;B �1 ;B

�
2 ; . . . ;B�mg

hat der StandardtorusT(E) die Parameterdarstellung

X�t� � B0 �
Xm
j�1

cos 2�tjB
�
j �

Xm
j�1

sin 2�tjB
ÿ
j : �56�

EineparameterfreieDarstellungder FlÌcheT(E) erhÌltman dann inForm
des algebraischen Gleichungssystems

x0 � 1;x2
j � y2j � 1; j � 1; 2; . . . ;m; �57�

wenn man denVektor X � �x0;x1; . . . ;xm; y1; . . . ; ym� auf die Basis B
bezieht. Die Torus£Ìche ist also eine algebraische FlÌche, und zwar der
Durchschnitt der Hyper£Ìche x0 � 1 mit den m Zylinder£Ìchen
x2
j � y2j � 1:
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Ein beliebiger TorusT�X��R d ist das Bild�T�E� des Standardtorus
T(E) unter der linearen Abbildung � : R n ! R d ; die dem Basisvektor
Ek 2 R n denVektorXk � �Ek 2 R d zuordnet. DerTorusT(X) ist daher
ebenfalls eine algebraische FlÌche. Im Unterschied zuT(E) kÎnnen bei
T(X) auch Selbstdurchdringungen der FlÌche auftreten.

Bemerkung: DieGruppeTu induziert auf dem StandardtorusT(E) eine zu
Tu isomorpheGruppenstruktur. Zu jedemPunktP 2 T�E�gehÎrt nÌm-
lich eindeutigeinKoordinaten-n-tupel (�0�t�; �1�t�; . . . ; �nÿ1�t�� bezÏg-
lich der Basis E. Dieses wiederum bestimmt (als erste Zeile der Matrix
A(t)) eindeutig ein Gruppenelement A(t). Umgekehrt bestimmt jedes
GruppenelementA�t� 2 Tu eindeutig einen PunktP 2 T�E�.De¢niert
man dieVerknÏpfung P � Q zweier Punkte P;Q 2 T�E� auf kanonische
Weise mit Hilfe der VerkÏpfungsregel in der Gruppe Tu, dann bildet
�T�E�; �� eine zu Tu isomorphe Gruppe. 4
Der folgende Satz faÞt die wichtigsten Ergebnisse zusammen:

Satz 1: Zu jedem Polygon X � R d mit ungerader Eckenzahl n � 2m� 1 gehÎrt
einem-dimensionaleTorus£ÌcheT(X) mitfolgenden Eigenschaften:
(1)T(X) gehtdurch dieEckpunkte Xk vonX.DerSchwerpunktdesPolygonsX ist

zugleich das Symmetriezentrumder FlÌcheT(X).
(2)T(X)� R d istdas Bild des StandardtorusT(E)� R n unterderlinearenAbbil-

dung� : R n ! R d ,diedemBasisvektorEk 2 R n denVektorXk ���Ek� 2 R d ,
k � 0; 1; . . . ; nÿ 1 , zuordnet.
(3) DieTangentialebene anT(X) im Punkte Xk wird aufgespannt von denVektoren

Xkÿj ÿXk�j; j � 1; 2; . . . ;m:
(4) IstA(t) einElementderGruppe Tu derorthogonalen reellen zirkulanten �n; n�-

Matrizen, dann liegt das Polygon X�t� � A�t�X auf T(X), und die Polygone X(t)
und X haben denselben Schwerpunkt.
(5)DieQuadratsummeQ(X)� X 2

0 �X 2
1 � � � � �X 2

nÿ1 isteineInvarianteder
Polygone X�t� � A�t�X;A�t� 2 Tu; d.h., es gilt Q(X(t))� Q�X�: Allgemein
gilt Q�CX�t�� � Q�CX�; wenn C eine beliebige reelle zirkulanteMatrix ist.

Beispiel 3: Auf jeder Ellipse gibt es Punkttripel X0;X1;X2, deren
Schwerpunkt mit dem Ellipsenmittelpunkt zusammenfÌllt. Ein solches
Punktetripel bilden z.B. die Punkte P0 � �a; 0�;P1 � �ÿ a

2 ;
��
3
p

b
2 �;

P2 � �ÿ a
2 ;ÿ

��
3
p

b
2 �, wenn a; b die Halbachsen der Ellipse sind. Folglich

ist jede Ellipse eine Steinersche Ellipse.
Wir denken uns die Steinersche Ellipse durch die Punkte P0;P1;P2 in

den R3 eingebettet. Die Ortsvektoren X0;X1;X2 der Punkte P0;P1;P2
seien linear unabhÌngig. Der StandardtorusT(E) im R3 ist der Kreis
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durch die PunkteE0 � �1; 0; 0�;E1 � �0; 1; 0�;E2 � �0; 0; 1�:Die line-
areAbbildung� : R3 ! R3 mit�Ek � Xk; k � 0; 1; 2, bildet dann den
Kreis T(E) und die Ellipse T(X) bijektiv aufeinander ab:
T�X� � �T�E�: Haben die Punkte Yk 2 T�X�; k � 0; 1; 2; den Ellip-
senmittelpunkt zum Schwerpunkt, dann gilt 1

3 �Y0 � Y1 � Y2� �
1
3 �X0 �X1 �X2�; also 1

3 ��ÿ1Y0 � �ÿ1Y1 � �ÿ1Y2� � 1
3 �E0 � E1�

E2� � 1
3 e:DieUrbildpunkteY

0
k � �ÿ1Yk 2 T�E� haben denKreismit-

telpunkt 13 e zumSchwerpunkt. Sie bildendaher ein gleichseitigesDreieck
aufT(E). Da dieMatrixA�t� bezÏglichT(E) eineDrehung um dieAchse e
darstellt (vgl. Beispiel 1), so gibt es einen Parameter t0; so daÞ
Y0 � A�t0�E ist und folglich Y � A�t0�X: Mit der zirkulanten Matrix
C � J ÿ I; die einem PolygonXdas Polygon ( J ÿ I�X seiner Seitenvek-
toren zuordnet, folgt dann die Invarianzbeziehung Q�� J ÿ I�Y� �
Q�� J ÿ I�X�: Mit �X1 ÿX0�2 � jP1P0j2 � �ÿ a

2ÿ a�2� �
��
3
p

b
2 ÿ 0�2;

�X2 ÿX1�2 � jP2P1j2 � �ÿ a
2� a

2�2� �ÿ
��
3
p

b
2 ÿ

��
3
p

b
2 �2; �X0 ÿX2�2 �

jP0P2j2 � �a� a
2�2 � �0�

��
3
p

b
2 �2 ergibt sich dann Q�� J ÿ I�X� �

9
2 �a2 � b2�: Wir erhalten daher die Invarianzbeziehung Q�� J ÿ I�Y� �
9
2 �a2 � b2� (s. Abb. 3).
Satz 2: FÏr jedes Dreieck Y0;Y1;Y2 auf einer Ellipse, dessen Schwerpunkt mit
dem Mittelpunkt der Ellipse zusammenfÌllt, bildet die Summe der Seitenquadrate eine
Invariante. Und zwargilt:

�Y1 ÿ Y0�2 � �Y2 ÿ Y1�2 � �Y0 ÿ Y2�2 � 9
2
�a2 � b2� �58�

Dabei sind a, b dieHalbachsen der Ellipse.

Abb. 3. Kon¢guration zu Satz 2
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3.2. Gerade Eckenzahl

Bei gerader Eckenzahl n � 2m� 2 eines Polygons X besteht die
Mannigfaltigkeit TgX aus zwei parallelen Torus£Ìchen. Dies wird
durch das Auftreten der n-ten Einheitswurzel ÿ1 und der zugehÎrigen
Projektion Pm�1 bewirkt. Die Elemente der Mannigfaltigkeit TgX �
fX�t�jX�t� � A�t�X;A�t� 2 Tgg haben die komplexe Darstellung
(s. (7), (8), (14)):

X�t� � a0�X�s0 � am�1�X�sm�1
�
Xm
j�1
�e2� i tj aj�X�sj � eÿ2� i tj aÿj�X�sÿj� �59�

mit am�1�X� � 1
n �X0 ÿX1 � � � � �Xnÿ2 ÿXnÿ1� und mit sm�1�

�1;ÿ1; . . . ; 1;ÿ1�T :Die reelle Darstellung von TgX lautet

X�t� �< �0�t�; �1�t�; . . . ; �nÿ1�t� > X �60�
mit den Funktionen �k�t� von (18).
Die Komponenten des Ausdrucks unter dem Summenzeichen auf der

rechten Seite von (59) sind nur verschiedene Parameterdarstellungen der-
selbenTorus£Ìche.Wegen der alternierendenVorzeichen bei denKompo-
nenten des Vektors sm�1 stellen daher die Komponenten X2k�t� bzw.
X2k�1�t� jeweils dieselbe Torus£Ìche T��X� bzw. Tÿ�X� dar. Wir

Abb. 4. Zwei Ansichten derTorus£ÌcheT(X) durch ein FÏnfeck X im Raum
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reprÌsentieren diese FlÌchen durch ihre Parameterdarstellungen

X ��t� � X0�t� � a0�X� � am�1�X�

�
Xm
j�1
�e2� i tj aj�X� � eÿ2� i tj aÿj�X�� �61�

und

X ÿ�t� � X1�t� � a0�X� ÿ am�1�X�

�
Xm
j�1
�e2� i tj aj�X�� j � eÿ2� i tj aÿj�X��ÿj�: �62�

Die FlÌchen T��X� und Tÿ�X� gehen o¡enbar durchVerschiebung
um den Vektor 2am�1�X� auseinander hervor. Symbolisch kann man
schreiben: 1

2 �T��X� ÿ Tÿ�X�� � am�1�X�: Den Darstellungen (61),
(62) entsprechen die reellen Darstellungen

X ��t� �
Xnÿ1
k�0

�k�t�Xk �63�

und

X ÿ�t� �
Xnÿ1
k�0

�k�t�Xk�1: �64�

Die FlÌche T��X� geht durch die Punkte X2 l , und die FlÌche
Tÿ�X� geht durch die Punkte X2 l�1.Wegen ��t2 l� � �k;2 l (s. (21)) ist
nÌmlich

X��t2 l� � X2 l �65�
und

X ÿ�t2 l� � X2 l�1: �66�
AuÞerdem geht T��X� durch die Punkte ÿX2 l�1 und Tÿ�X�

geht durch die Punkte ÿX2 l�2, wenn man den Schwerpunkt a0�X�
des Polygons X zum Ursprung macht. Aus (18) liest man nÌmlich
zunÌchst ab:

�k�t� � �k t� 1
2
e

� �
� 2

n
�1� �ÿ1�k� �67�
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Dann ¢ndet man mit (22):

X � t2 l�1 � 1
2
e

� �
�
Xnÿ1
k�0

�k t2 l�1 � 1
2
e

� �
Xk

� ÿ
Xnÿ1
k�0

�k�t2 l�1�Xk � 2
n

Xnÿ1
k�0
�1� �ÿ1�k�Xk

� ÿ 1ÿ 2
n

� �
X2 l�1 ÿ 2

n

X
k 6�2 l�1

�ÿ1�kXk

� 2
n

Xnÿ1
k�0
�1� �ÿ1�k�Xk

� ÿX2 l�1 � 2a0�X�
Liegt derUrsprungderOrtsvektoren im Schwerpunkt des PolygonsX,

dann ist a0�X� � 0. Somit folgt

X � t2 l�1 � 1
2
e

� �
� ÿX2 l�1: �68�

Ganz analog zeigt man

Xÿ t2 l�1 � 1
2
e

� �
� ÿX2 l�2: �69�

Die Aussage Ïber die Tangentialebene an T�X� � T��X� [ Tÿ�X�
im Punkte Xk ist wÎrtlich dieselbe wie im Fall ungerader Eckenzahl
(vgl. Satz 1 (3 )). Bei der Invarianzaussage Q�X�t�� � Q�X�;
X�t� � A�t�X;A�t� 2 Tg, ist jetzt zu beachten, daÞ die Eckpunkte der
Polygone X und X(t) alternierend auf den FlÌchen T��X� und Tÿ�X�
liegen.
Wir fassen die Aussagen zum Fall gerader Eckenzahl, soweit sie sich

vom ungeraden Fall unterscheiden, zusammen:

Satz 3: Zu jedem Polygon X � R dmit gerader Eckenzahl n � 2m� 2 gehÎrt
eine m-dimensionale FlÌcheT(X), die dieVereinigung zweierTorus£Ìchen T��X� und
Tÿ�X� ist. Die FlÌche T�X� � T��X� [ Tÿ�X� ist symmetrisch zum Schwer-
punktdes Polygons X, und es gilt:
DerTorus T��X� geht durch die Eckpunkte X2 l von X mit geraden Index, und der
Torus Tÿ�X� geht durch die Eckpunkte X2 l�1 mit ungeradem Index. Mit dem
Schwerpunkt von X als Ursprung gilt auÞerdem: DerTorus T��X� geht durch die
PunkteÿX2 l�1, und derTorus Tÿ�X� gehtdurch die PunkteÿX2 l :
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4. Interpolation von Polygonen

Eine 1-dimensionale Untergruppe S der Gruppe Tu erzeugt eine ge-
schlossene C1-Kurve S(X), die durch die Eckpunkte des Polygons X
mit ungerader Eckenzahl geht und die ganz inT(X) verlÌuft. Auf dem
StandardtorusT(E) ist S(E) eine GeodÌtische. Die Kurve S(X) ist also das
lineare Bild einer GeodÌtischen. Im Falle gerader Eckenzahl zerfÌllt die
von S � Tg erzeugte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von T�X�in
zwei geschlossene C1-Kurven S��X� und Sÿ�X�. Dabei geht S��X�
durch die Eckpunkte vonXmit geradem Index und Sÿ�X� durch diejen-
igen mit ungeradem Index. Zu einer 2-dimensionalen Untergruppe F
vonTu mitS � FgehÎrt eine FlÌcheF(X) durch dieEckpunkte desPoly-
gonsX. Die FlÌcheF(X) besitzt die topologische Struktur eines 2-Torus.

4.1. Interpolation durch eine geschlossene Kurve

Setzt man in (13) tj � jt; j � 1; 2; . . . ;m; dann erhÌlt man die 1-dimensio-
nale Untergruppe S � Tu; bestehend aus den Matrizen

A�t� � P0 �
Xm
j�1
�e2� i j tPj � eÿ2� i j tPÿj�: �70�

Das sind die zirkulanten Matrizen

A�t� �
Xnÿ1
k�0

�k�t�Jk �< �0�t�; �1�t�; . . . �nÿ1�t� > �71�

Abb. 5. Die parallelen Torus£Ìchen T ��X� und T ÿ�X� im Falle eines rÌumlichen
SechsecksX

160 W. Schuster



mit den Koe¤zienten (s. (16))

�k�t� � 1
n

1�
Xm
j�1
�e2� i j t�ÿjk � eÿ2� i j t� jk�

 !
: �72�

Nach AusfÏhrung der Summation ergibt sich die reelle Form

�k�t� � 1
n
� sin n� t ÿ k

n

ÿ �
sin� t ÿ k

n

ÿ � : �73�

derKoe¤zienten�k�t�.Die komplexe Form (72) der Funktionen�k�t� ist
in der Rechnung oft vorteilhafter als die reelle Form (73).
Die Funktionen �k�t� sind C1-Funktionen mit Periode eins.Von den

oben hergeleiteten funktionalen Eigenschaften notieren wir nur die
Entsprechungen (Zerlegung der Eins, s. (23))Xnÿ1

k�0
�k�t� � 1 �74�

und (s. (20))

�k
l
n

� �
� �kl : �75�

Die geschlossene Kurve S(X) mit der Parameterdarstellung

X�t� � a0�X� �
Xm
j�1
�e2� i j t aj�X� � eÿ2� i j taÿj�X��

�
Xnÿ1
k�0

�k�t�Xk; 0 � t � 1;

�76�

geht also durch die EckpunkteXk des PolygonsX, und zwar ist

X
l
n

� �
� Xl : �77�

DieKurve S�X� � T�X� stellt eine1-dimensionaleVerallgemeinerungder
Steinerschen Ellipse fÏr den Fall beliebiger Polygone mit ungerader Ecken-
zahl dar. Jeder ihrer Punkte kann als ein ,,Mittel̀ ` der Polygonecken
gedeutet werden. Die Eckpunkte der transformierten Polygone

X�t� �< �0�t�; �1�t�; . . . ; �nÿ1�t� > X �78�
liegen auf S�X�. Der Schwerpunkt des PolygonsX (t) ist der Schwerpunkt
von X.
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AlsTangentenvektor anX�t� im PunktXl ergibt sich derVektor

_X
l
n

� �
� �

Xm
j�1

�ÿ1� j
sin � j

n

�Xlÿj ÿXl�j�: �79�

Man erkennt die Analogie zur entsprechenden Eigenschaft der Stei-
nerschen Ellipse. FÏr die transformierten PolygoneX�t� auf S�X� gelten
wieder quadratische Invarianzbeziehungen der Form

Q�CX�t�� � Q�CX�; �80�
wenn C eine beliebige zirkulante (n; n�-Matrix ist.

Bemerkung:Liegen dieEckpunkte eines Polygons f � �f0; f1; . . . ; fnÿ1�mit
ungerader Eckenzahl n in R; dann lÎst die 1-periodische Funktion
f �t� �P nÿ1

k�0�k�t�fk die gewÎhnliche Interpolationsaufgabe, durch die
Punkte �kn ; fk�; k � 0; 1; . . . ; nÿ 1; des R2 eine glatte Kurve zu legen.
Skizziert man in der Ebene oder im Raum denVerlauf einer polygonalen
Kontur durch n PunkteXk ungerader Anzahl, dann zeichnet S�X� diese
Kontur in Form einer glatten Kurve durch die PunkteXk nach. Die For-
derung n ungerade bedeutet dabei keine wesentliche EinschrÌnkung, da
der Verlauf einer solchen Kontur immer durch eine ungerade Zahl von
Punkten skizziert werden kann. Es erÎ¡nen sich somit Anwendungen im
Bereich der Computergraphik. 4

Abb. 6. Die auf der Torus£ÌcheT(X) verlaufende Kurve S(X) durch die Eckpunkte
eines rÌumlichen FÏnfecks X
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Die sehr natÏrlich wirkende Verbindung der Punkte Xk durch die
Kurve S�X� lÌÞt die Wirkung eines Minimalprinzips vermuten. Ein
solches Prinzip steht tatsÌchlich im Hintergrund, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 4: Die Kurve S(E) durch die Punkte Ek; k � 0; 1; . . . ; nÿ 1; des R n ist
eine GeodÌtische auf dem Standardtorus T(E).
Da die Kurve S�T� � T�X� � R d das Bild der GeodÌtischen S(E)

unter der linearen Abbildung � : R n ! R d ist, die jeden Basisvektor
Ek denVektorXk � �Ek zuordnet, so spiegelt sich imVerlauf von S(X)
die Minimaleigenschaft von S(E) wieder.

Abb. 7. Polygoninterpolation mit Hilfe der C1-Kurve S(X). (a) S(X) im Falle eines
ebenen FÏnfecks X � �X0;X1;X2;X3;X4�: Das FÏnfeck X0 liegt im Orbit SX. Es
gilt �X 01 ÿX 00�2 � � � � � �X 00 ÿX 04�2 � �X1 ÿX0�2 � � � � � �X0 ÿX4�2: (b) S(X)
im Falle eines rÌumlichen Neunecks X (c) S(X) durch das 17-Eck X �

�0; �0; 0; �5; 0; �3; 0; �1; 0; �6; 0; �4; 0; �2; �7; 0�; � � e�2�i=8�
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Die Kurve S(E)� T�E� mit der Parameterdarstellung X�t�;
0 � t � 1; ist eine GeodÌtische auf demTorusT(E), wenn derVektor �X�t�
in jedemPunktP 2 S�E� senkrecht steht zurTangentialebene anT(E) im
Punkte P (s. [5], S. 181¡.).
Die Kurve S(E) hat die Parameterdarstellung

X�t� �
Xnÿ1
k�0

�k�t�Ek: �81�

Also ist

�X�t� �
Xnÿ1
k�0

��k�t�Ek �82�

mit (s. (72))

��k�t� � 4�2

n

Xm
l�1

l 2�e2� i l t�ÿlk � eÿ2�ilt�lk�: �83�

DerTangentialvektor im Punkte X�t� 2 T�E� in Richtung tj ist der
Vektor (s. (48))

vj�t� � 2�i
n

Xnÿ1
k�0
�e2� i tj�ÿjk ÿ eÿ2� i tj� jk�Ek: �84�

Zu einem Kurvenpunkt (mit Parameter tj � jt� gehÎrt daher der
Tangentialvektor

vj�t� � 2�i
n

Xnÿ1
k�0
�e2� i j t�ÿjk ÿ eÿ2� i j t� jk�Ek: �85�

Wegen Ek � El � �k l ist daher

�X�t� � vj�t� � 4�2

n2
� 2�i

Xnÿ1
k�0

Xm
l�1

l 2�e2� i l t�ÿlk � eÿ2�ilt�lk�:

�e2� i j t�ÿjk ÿ eÿ2� i j t�jk�:
FÏr festes l treten rechtsdieSummen

P nÿ1
k�0�

�k�l�j�und
P nÿ1

k�0�
�k� jÿl�

auf.Da�l�j 6� �1; n� ist, folgtP nÿ1
k�0�

�k�l�j� � 0:Die Summen des zwei-
tenTyps sind gleich n fÏr l � j und gleich null sonst. Daher folgt

�X�t� � vj�t� � 0; j � 1; 2; . . . ;m: �86�
DerVektor �X�t� steht daher senkrecht auf derTangentialebene anT(E)

im KurvenpunktX�t�. Folglich ist S(E) eine GeodÌtische auf T(E).
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Gerade Eckenzahl

Im Fall gerader Eckenzahl n � 2m� 2 erhÌlt man mit tj � jt und (14) die
eindimensionale Untergruppe der MatrizenA�t� 2 Tg mit

A�t� � P0 � Pm�1 �
Xm
j�1
�e2� i j tPj � eÿ2� i j tPÿj�: �87�

Die zirkulante Matrix

A�t� �< �0�t�; �1�t�; . . . ; �nÿ1�t� > �88�
hat die Koe¤zienten (s. (18))

�k�t� � 1
n

1� �ÿ1�k �
Xm
j�1
�e2� i j t�ÿjk � eÿ2� i j t� jk�

 !
�89�

bzw.

�k�t� � 1
n
�ÿ1�k � sin��nÿ 1� t ÿ k

n

ÿ �
sin� t ÿ k

n

ÿ � !
: �90�

Die Funktionen �k�t� bilden wieder eine Zerlegung der Eins. Aus (21),
(22) folgt

�k
2 l
n

� �
� �k;2 l �91�

und

�k
2 l � 1

n

� �
� 1

n

1ÿ 2
n ; k � 2 l � 1

�ÿ1�k 2
n ; k 6� 2 l � 1

(
�92�

Die Eckpunkte des transformierten PolygonsX�t� � A�t�X verteilen
sich jetzt auf zwei geschlossene Kurven S��X� � T��X� und
Sÿ�X� � Tÿ�X�mit den ParameterdarstellungenX��t� � X0�t�; d.h.,

X��t� � a0�X� � am�1�X� �
Xm
j�1
�e2� i j taj�X� � eÿ2� i j taÿj�X��

�
Xnÿ1
k�0

�k�t�Xk

�93�
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undXÿ�t� � X1�t�, d.h.,

Xÿ�t� � a0�X� ÿ am�1�X� �
Xm
j�1
�e2� i j taj�X�� j � eÿ2� i j taÿj�X��ÿj�

�
Xnÿ1
k�0

�k�t�Xk�1 �94�

Die Eckpunkte von X(t ) mit geradem Index liegen auf S��X�, dieje-
nigen mit ungeradem Index auf Sÿ�X�, und zwar gilt

X �
2 l
n

� �
� X2 l �95�

und

Xÿ
2 l
n

� �
� X2 l�1: �96�

EsbestehtderZusammenhangX ��t� � Xÿ�t ÿ 1
n� � 2am�1�X�:Die

Kurven S��X� und Sÿ�X� gehen also durch eineVerschiebung um den
Vektor 2am�1�X� � 2

n �X0 ÿX1 � � � � �Xnÿ2 ÿXnÿ1� auseinander her-
vor. Insbesondere ergeben sich mit (92) die Beziehungen

X �
2 l � 1

n

� �
� X2 l�1 � 2am�1�X� �97�

und

Xÿ
2 l � 1

n

� �
� X2 l�2 ÿ 2am�1�X�: �98�

Die Kurve S��X� geht also durch die Punkte X2 l und
X2 l�1 � 2am�1�X�; die Kurve Sÿ�X� durch die Punkte X2 l�1 und
X2 l ÿ 2am�1�X�. S��X� und Sÿ�X� fallen zusammen, wenn
am�1�X� � 1

n �X0 ÿX1 � � � � �Xnÿ2 ÿXnÿ1� � 0 ist, wenn also der
Schwerpunkt der Punkte X2k mit geradem Index gleich dem Schwer-
punkt der PunkteX2k�1 mit ungeradem Index ist.

Beispiel 4: Im Fall desVierecksX � �X0;X1;X2;X3� istm � 1; d.h., die
Torus£Ìchen T��X� und Tÿ�X� fallen mit den Kurven S��X� und
Sÿ�X� zusammen. S��X� geht durch die Punkte X0;X2 und Sÿ�X�
durch die Punkte X1 und X3. Mit dem Schwerpunkt als Bezugspunkt
(d.h. a0�X� � 0� geht wegen (68), (69) S��X� auch durch die Punkte
ÿX1;ÿX3, und Sÿ�X� geht durch die PunkteÿX0;ÿX2:
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DieTransformationsmatrix A�t� �< �0�t�; �1�t�; �2�t�; �3�t� > hat
die Koe¤zienten

�k�t� � 1
4
�ÿ1�k � sin 3� t ÿ k

4

ÿ �
sin� t ÿ k

4

ÿ � !
�99�

mit k � 0; 1; 2; 3: FÏr ein transformiertesViereckX�t� � A�t�X besteht
dann die Invarianzbeziehung �X1�t� ÿX0�t��2 ��X2�t� ÿX1�t��2
��X3�t� ÿX2�t��2 ��X0�t� ÿX3�t��2 � �X1 ÿX0�2 � �X2 ÿX1�2
��X3 ÿX2�2 � �X0 ÿX3�2 fÏr die Seitenquadrate.
Die Kurven S��X� und Sÿ�X� sindEllipsen,wie man der Darstellung

(s. (93))

X��t� � a0�X� � a2�X� � e2� i ta1�X� � eÿ2� i taÿ1�X� �100�
entnimmt. Mit

a0�X� � 1
4
�X0 �X1 �X2 �X3�

a2�X� � 1
4
�X0 ÿX1 �X2 ÿX3�

a1�X� � 1
4
�X0 ÿ iX1 ÿX2 � iX3�

aÿ1�X� � 1
4
�X0 � iX1 ÿX2 ÿ iX3�

�101�

ergibt sich die reelle Parameterdarstellung der Ellipse S��X� :

X ��t� � 1
2
�X0 �X2� � 1

2
cos 2�t�X0 ÿX2� � 1

2
sin 2�t �X1 ÿX3�:

�102�
Entsprechend ¢ndet man

Xÿ�t� � 1
2
�X1 �X3� � 1

2
cos 2�t �X1 ÿX3� ÿ 1

2
sin 2�t �X0 ÿX2�:

�103�
als Parameterdarstellung der verschobenen Ellipse Sÿ�X� (s. Abb. 8).
Die Bedingung a2�X� � 1

4 �X0 ÿX1 �X2 ÿX3� � 0 bedeutet: Das
Viereck X ist ein Parallelogramm. Dann fallen die Kurven S��X� und
Sÿ�X� zusammen. Die transformierten Vierecke X(t) aus
S��X� � Sÿ�X� sind ebenfalls Parallelogramme (s. Abb. 9).
Østhetisch ansprechende Rosetten lassen sich im Fall von Polygonen

erzeugen, die die Bedingung am�1�X� � 0 erfÏllen (Abb.10).
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Beispiel 5: In der komplexen Ebene betrachten wir das Polygon X
mit den 2n Eckpunkten X2k � 0 und X2k�1 � �k; � � e�2�i�=n; k � 0;
1; . . . ; nÿ 1: Die zugehÎrigen Kurven S��X� und Sÿ�X� fallen zusam-
men, da der Punkt z � 0 zugleich Schwerpunkt desTeilpolygons mit den

Abb.9. Die Kurve S��X� � Sÿ�X� bei einem ParallelogramX. Das ParallelogrammX
gehÎrt zur Bahn SX

Abb. 8. Die Kurven S��X� und Sÿ�X� bei einemViereck X � �X0;X1;X2;X3� sind
Ellipsen; die Eckpunkte vonXundX0 liegen abwechselnd auf S��X� und Sÿ�X�. Das
Viereck X0 gehÎrt zur Bahn SX. Es gilt �X 01 ÿX 00�2 � � � � � �X 00 ÿX 03� 2 ��X 1 ÿX 0�2 � � � � � �X 0 ÿX 3�2
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Eckpunkten X2k und desTeilpolygons mit den Eckpunkten X2k�1 ist.
Die Kurve S��X� geht daher durch die EckpunkteX2k�1 eines regelmÌ-
Þigen n-Ecks und durchlÌuft n-mal den PunktX2k � 0:
Die Funktionen �k�t� (vgl. (89)) haben die komplexe Darstellung

�k�t�� 1
2n
�1��ÿ1�k� � 1

2n

Xnÿ1
j�1
�e2�i j t�ÿj k � eÿ2� i j t� j k�; � � e2� i=2n:

Mit (93) erhÌlt man dann die Parameterdarstellung

z�t� � X��t� �
Xnÿ1
k�0

�2k�1�t��k

der Kurve S��X� � Sÿ�X�: Unter Beachtung von � � �2 ergibt sich
daraus die Parameterdarstellung

z�t� � 1
2
e2� i �tÿ1=2n��1ÿ eÿ2� i n t� �104�

von S��X� als Kurve in der komplexen Ebene.
In derselbenWeise lassen sich auch Rosetten im Raum erzeugen, z.B.,

wenn das PolygonXdurchlaufenwird, das alternierend vomMittelpunkt
und den Eckpunkten einesWÏrfels gebildet wird.

Abb.10. Die Kurven S��X� und Sÿ�X� durch das ebene Polygon mit den Eckpunkten
X2k � 0;X2k�1 � �k; � � e2� i=12; k � 0; 1; . . . ; 11; fallen zusammen. Sie bilden eine
12-blÌttrige Rosette mit der Parameterdarstellung z�t� � 1

2 e
2� i �tÿ1=24��1ÿ eÿ24� i t�
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4.2. Interpolation durch eine FlÌche

Setzt man in (13) t2j � 2ju und t2j�1 � �2j � 1�v, dann erhÌlt man in den
Matrizen

A�u; v� � P0 �
X

1�2 j�m

�e4� i j uP2 j � eÿ4� i j uPÿ2 j�

�
X

1�2 j�1�m

�e2� i�2 j�1�vP2 j�1 � eÿ2� i �2 j�1�vPÿ�2 j�1��

�105�
eine 2-dimensionaleUntergruppeFderGruppeTu.Die diagonaleUnter-
gruppe vonF, das sind dieMatrizenA�u; u�; ist die Gruppe S. Es besteht
daher die Inklusion S � F � Tu.
DieGruppeFerzeugt eine 2-dimensionaleTorus£ÌcheF(X) durch die

Eckpunkte vonX. Die Koe¤zienten �k�u; v� ihrer Parameterdarstellung

X�u; v� �
Xnÿ1
k�0

�k�u; v�Xk; 0 � u; v � 1; �106�

berechnetmanmit der Formel (16).Dabei sind bei n � 2m� 1 die FÌllem
gerade und m ungerade zu unterscheiden. Im ersten Fall ergibt sich

�k�u; v� � 1
n
� sin 2��m� 1� u ÿ k

n

ÿ �
sin 2� u ÿ k

n

ÿ � � 1
n
� sin 2�m vÿ k

n

ÿ �
sin 2� vÿ k

n

ÿ � : �107�

Ist m ungerade, so erhÌlt man fÏr den entsprechenden Koe¤zienten
� 0k�u; v� die Beziehung � 0k�u; v� � �k�v; u�:
Die algebraische Beziehung S � F � Tu impliziert die geometrische

Beziehung S�X� � F�X� � T�X�: Gibt man in R3 also eine ungerade
Zahl von Punkten vor und versieht diese mit einer Reihenfolge
X0;X1; . . . ;Xnÿ1; dann stellt F�X� eine Interpolation dieser Punkte durch
eineTorus£Ìche dar.
Die Untergruppe F � F2 � Tu entsteht durch Zerlegung der Index-

mengeM � f1; 2; . . . ;mg in Restklassen mod 2. Die Zerlegung vonM
mod 3 fÏhrt entsprechend auf die Parameterwahl t3j � 3ju; t3j�1 �
�3j � 1�v; t3j�2 � �3j � 2�w und damit zur 3-dimensionalen Unter-
gruppeF3 � Tu; bestehend ausMatrizenA�u; v;w�:Entsprechend fÏhrt
jede Zerlegung vonMmod r; 2 � r � mÿ 1; zu einer r-dimensionalen
Untergruppe Fr � Tu und damit zu einer r-dimensionalen Torus£Ìche
Fr�X�.WegenS � Fr giltS�X� � Fr�X�:DieFlÌchengehen daher sÌmt-
lich durch die Eckpunkte von X (Abb.11).
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Abb.11. Die FlÌche F(X) durch ein rÌumliches Siebeneck
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