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EigenwertproblememitDi¡erentialgleichun-
genvierter Ordnung fÏr die Orthogonal-

polynome vom Laguerretyp,
Legendretyp undJacobityp

Von

P. A. Lesky
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 22. JÌnner 1998

durch das w. M. LeopoldVietoris)

1. Einleitung

In den Arbeiten [4] (1938) und [5] (1940) hat H. L. Krall ÏberMomenten-
determinanten alle mÎglichen FÌlle fÏrOrthogonalpolynome, die LÎsun-
gen von Eigenwertproblemen mit linearen homogenen Di¡erential-
gleichungen vierter Ordnung sind, angegeben. Dabei entstanden
Di¡erentialgleichungenvierterOrdnung fÏr die klassischenOrthogonal-
polynome und fÏr drei weitere FÌlle, die von A. H. Krall in [3] (1981) als
Laguerretyp, Legendretyp und Jacobityp bezeichnet wurden. Schon H.
L. Krall hat in seinen Arbeiten gezeigt, daÞ in den drei letzten Typen
Gewichtsfunktionen mit Unstetigkeiten in den endlichen Endpunkten
der OrthogonalitÌtsintervalle auftreten.Wahrscheinlich handelt es sich
dabei um die ersten Polynomtypen, die im Sinne eines `̀gemischten''
Skalarproduktes orthogonal sind.
In einer vorangehendenArbeit [7]wurden dieDi¡erentialgleichungen

vierter Ordnung fÏr die klassischen Orthogonalpolynome auf eine von
H. L. Krall verschiedene Art gewonnen. Dabei sollten insbesondere die
endlichen klassischen Orthogonalsysteme (Romanovski ^ Jacobi, Roma-



novski ^ Bessel und Romanovski ^ Pseudojacobi) BerÏcksichtigung ¢n-
den. Hier folgen die Orthogonalpolynome vom Laguerretyp, Legendre-
typ und Jacobityp. Ûber die Arbeit von A. H. Krall [3] hinausgehend
werden unter Verwendung des Satzes von Favard ([1], [6]) alle mÎglichen
positiv de¢niten (unendlichen und endlichen) Orthogonalsysteme, die aus den
entsprechenden Di¡erentialgleichungen vierter Ordnung hervorgehen,
angegeben. Dabei zeigt sich, daÞ die dreigliedrigen Rekursionsformeln
fÏr diemonischenPolynomevomJacobitypwesentlich einfacher als in [3]
ausfallen. AuÞerdem kÎnnen Di¡erentialgleichungen zweiter Ordnung
fÏr die Polynome vom Laguerretyp, Legendretyp undJacobityp angege-
ben werden. Deren Berechnung danke ich Herrn W. Koepf (Zuse-
Zentrum, Berlin-Dahlem).

2. Di¡erentialgleichungen, Polynomdarstellungen,
dreigliedrige Rekursionen

2.1. Laguerretyp

FÏr die Polynome vomLaguerretyp entnimmtman [5] dieDi¡erentialglei-
chung vierter Ordnung

x2 yIVn � 2x�x� 2� y 000n � x�x� v� 4� y 00n � �vx� vÿ 2� y 0n � � n y n
�2:1:1�

�n � 0; 1; 2; . . . ; yn sind Polynome vom n-ten Grad in x; v ist ein reeller
Parameter; � n sind die Eigenwerte).
Der Ansatz

yn�x� �
Xn
k�0

an; k
xk �an;n 6� 0� �2:1:2�

liefert die Eigenwerte

� n � n�n� vÿ 1� �2:1:3�
und die dreigliedrige Koe¤zientenrekursion

�nÿ k� �n� k� vÿ 1�an;k � �k� 1���2k� v� �k� 1� ÿ 2�an;k�1
� k�k� 1� �k� 2� �k� 3�an;k�2

�k � nÿ 1; nÿ 2; . . . ; an;n�1 � 0�. Daraus ergibt sich

an;nÿj � n2�nÿ 1�2 � � � �nÿ j � 1�2
j !

1ÿ 2 j
�nÿ j � 1� �v� 2nÿ 2�

� �
an;n
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fÏr n � 1; 2; 3; . . . und j � 1; 2; . . . ; n, wenn v 6� ÿ2n� 2 vorausgesetzt
wird. Damit entstehen fÏr (2.1.1) die (monischen) PolynomlÎsungen

yn�x� � xn
2F0

ÿn;ÿn
ÿÿÿ ;

1
x

� �
ÿ 2nxnÿ1

v� 2nÿ 2 2F0
ÿn; 1ÿn
ÿÿÿ ;

1
x

� �
� xn ÿ 2nxnÿ1

v� 2nÿ 2

� �
3F1

ÿn;ÿn; 1
2 vx� nxÿ xÿ n� 1
1
2 vx� nxÿ xÿ n

;
1
x

 !
�2:1:4�

�n � 1; 2; 3; . . . ; v 6� ÿ2n� 2; an;n � 1; Laguerretyp).
FÏr die monischen PolynomlÎsungen (2.1.4) von (2.1.1) ¢ndet man

neben y0�x� � 1 und y1�x� � xÿ c0 mit c0 � 2
v ÿ 1 die dreigliedrige

Rekursion

yn�1�x� � �xÿ c n� yn�x� ÿ dn ynÿ1�x� �n � 1; 2; 3; . . .� �2:1:5�
mit

c n � 2�vÿ 2�
�v� 2nÿ 2� �v� 2n� ÿ 2nÿ 1; dn � n2�v� 2nÿ 4� �v� 2n�

�v� 2nÿ 2�2 :

�2:1:6�
Die Di¡erentialgleichung (2.1.1) geht nachMultiplikation mit einer zwei-
mal di¡erenzierbaren Funktion w in die selbstadjungierte Form

�wx2 y 00n � 00 � f�wx�x� v� 4� ÿ �wx2� 00� y 0ng0 � n�n� vÿ 1�wyn
Ïber, wenn fÏr w die Di¡erentialgleichungen

2�wx2� 0 � 2wx�x� 2� und �wx�x� v� 4�� 0 ÿ �wx2� 000
� w�vx� vÿ 2�

gelten. Daraus entsteht w � ex, und man erhÌlt zu (2.1.1) die selbstadjun-
gierte Form

�x2exy 00n � 00 � ��vxÿ 2�exy 0n� 0 � n�n� vÿ 1�exyn: �2:1:7�
Mit Hilfe Zeilberger-artiger Algorithmen ergibt sich fÏr die Polynome
yn�x� aus (2.1.4) die Di¡erentialgleichung zweiter Ordnung
x��v� 2n� �v� 2nÿ 2�x� 2�vÿ 2�� y 00n � ��v� 2n� �v� 2nÿ 2�x
� �x� 1� � 2�vÿ 2� �x� 2�� y 0n
� ��v� 2n� �v� 2nÿ 2�x�x� 1� � 4�v� nÿ 1�� yn �2:1:8�
�n � 0; 1; 2; . . .�, in der alle Koe¤zienten von n abhÌngen.
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2.2. Legendretyp

FÏr die Polynome vom Legendretyp entnimmt man [2], [4] und [5] die
Di¡erentialgleichung vierter Ordnung

�x2 ÿ 1�2y IVn � 8x�x2 ÿ 1� y 000n
� 4�t � 3� �x2 ÿ 1� y 00n � 8tx y 0n � � n y n

�2:2:1�

�n � 0; 1; 2; . . . ; yn sind Polynome vom n-ten Grad in x; t ist ein reeller
Parameter; � n sind die Eigenwerte).
Der Ansatz (2.1.2) liefert die Eigenwerte

� n � n�n� 1��n�n� 1� � 2�2t ÿ 1�� �2:2:2�
und die dreigliedrige Koe¤zientenrekursion

�nÿ k� �nÿ k� 1� �n�n� 1� � k�k� 1� � 2�2t ÿ 1��an;k
� ÿ2�k� 1� �k� 2� �k�k� 3� � 2�t � 3��an;k�2 � �k� 1�
� �k� 2� �k� 3� �k� 4�an;k�4

�k � nÿ 2; nÿ 4; . . . ; an;n�2 � 0�. Daraus ergibt sich

an;nÿ2 j � �ÿ1� jn�nÿ 1� . . . �nÿ 2 j � 1� �2t � n�nÿ 1� � 4 j�
j ! 2 j�2nÿ 1� �2nÿ 3� . . . �2nÿ 2j � 1� �2t � n�nÿ 1�� an;n

fÏr n � 1; 2; 3; . . . und j � 1; 2; . . . ; n, wenn 2t 6� ÿn�nÿ 1� vorausge-
setzt wird. Damit entstehen fÏr (2.2.1) die (monischen) PolynomlÎsungen

yn�x� � xn
3F2

ÿ n
2 ;

1ÿn
2 ; 1

4 �2t � n�nÿ 1�� � 1
ÿn� 1

2 ;
1
4 �2t � n�nÿ 1�� ;

1
x2

� �
�2:2:3�

�n � 1; 2; 3; . . . ; 2t 6� ÿn�nÿ 1�; an;n � 1; Legendretyp); es handelt sich
um symmetrische Polynome.
FÏr die monischen PolynomlÎsungen (2.2.3) von (2.2.1) ¢ndet man

neben y0�x� � 1 und y1�x� � x die dreigliedrige Rekursion (2.1.5) mit
c0 � 0 und

cn � 0; dn � n2�2t � �nÿ 1� �nÿ 2�� �2t � �n� 1� �n� 2��
�2nÿ 1� �2n� 1� �2t � n�nÿ 1�� �2t � n�n� 1��

�2:2:4�
�n � 1; 2; 3; . . .�.
Die Di¡erentialgleichung (2.2.1) geht nach Multiplikation mit einer

zweimal di¡erenzierbaren Funktion w in die selbstadjungierte Form

�w�x2 ÿ 1�2y 00n � 00 � f4w�t � 3��x2 ÿ 1� ÿ �w�x2 ÿ 1�2� 00g y 0n
� � 0
� n�n� 1��n�n� 1� � 2�2t ÿ 1�� yn
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Ïber, wenn fÏr w die Di¡erentialgleichungen

2�w�x2 ÿ 1�2� 0 � 8wx�x2 ÿ 1�
und

�4w�t � 3� �x2 ÿ 1�� 0 ÿ �w�x2 ÿ 1�2� 000 � 8wtx

gelten. Daraus entsteht w � 1, und man erhÌlt zu (2.2.1) die selbstadjun-
gierte Form

��x2ÿ1�2y 00n � 00 � �4�tx2ÿtÿ2� y 0n� 0 � n�n�1��n�n�1� � 2�2tÿ1�� yn:
�2:2:5�

Hier ergibt sich fÏr die Polynome yn�x� aus (2.2.3) die Di¡erentialglei-
chung zweiter Ordnung

�x2 ÿ 1�f4�x2 ÿ 1��nÿ 1��n� 2��n�n� 1� � 4t�
� 16t��t � 3�x2 ÿ t ÿ 1�g y 00n � 2xf4�x2 ÿ 1��nÿ 1��n� 2��n�n� 1�
� 4t� � 16t��t � 3�x2 ÿ t � 1�g y 0n � n�n� 1�f4�x2 ÿ 1��nÿ 1�
� �n� 2��n�n� 1� � 4t�

� 16�nÿ 1��n� 2� � 16t��t � 3�x2 ÿ t � 1�gyn �2:2:6�
�n � 0; 1; 2; . . .�, in der alle Koe¤zienten von n abhÌngen.

2.3. Jacobityp

FÏr die Polynome vom Jacobityp entnimmt man [5] (in [3] berichtigt) die
Di¡erentialgleichung vierter Ordnung

�x2 ÿ x�2y IVn � 2�x2 ÿ x���r � 2�xÿ 2� y 000n � rx��r � f � 3�x
ÿ f ÿ 4� y 00n � r�� fr ÿ 2�xÿ f � 2� y 0n � � n y n �2:3:1�

�n � 0; 1; 2; . . . ; yn sind Polynome vom n-ten Grad in x; f und r sind
reelle Parameter; � n sind die Eigenwerte).
Der Ansatz (2.1.2) liefert die Eigenwerte

� n � n�n� r ÿ 1��n�n� r ÿ 1� � r� f ÿ 1� ÿ 2� �2:3:2�
und die dreigliedrige Koe¤zientenrekursion

�nÿ k��n� k� r ÿ 1���n� k� 1��n� r ÿ 2� � r� f ÿ 2�
ÿ k�nÿ kÿ 1��an;k � ÿ�k� 1��2k�k� 2��r � kÿ 1�
� r�f ÿ 2��k� 1��an;k�1 � k�k� 1��k� 2��k� 3�an;k�2
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�k � nÿ 1; nÿ 2; . . . ; an;n�1 � 0�. Daraus ergibt sich

an;nÿj � �ÿ1�
jn�nÿ 1� . . . �nÿ j � 1��n� 1�n . . . �nÿ j � 2�

j!�n� 1��2n� r ÿ 2��2n� r ÿ 3� . . . �2n� r ÿ j ÿ 1�
� nÿ j � 1ÿ 2j�n� r ÿ 2�

2n�n� r ÿ 2� � r� f ÿ 2�
� �

an;n �2:3:3�

fÏr n � 1; 2; 3; . . . und j � 1; 2; . . . ; n, wenn r 6� 2ÿ 2n; 3ÿ 2n; . . . und
r� f ÿ 2� 6� ÿ2n�n� r ÿ 2� vorausgesetzt werden. Unter Verwendung
der AbkÏrzungen

s � r� f ÿ 2� und u � 2�n� 1��n� r ÿ 2�
entstehen dann fÏr (2.3.1) die (monischen) PolynomlÎsungen

yn�x� � xn
2F1

ÿn;ÿn
2ÿ r ÿ 2n

;
1
x

� �
� 2n�n� r ÿ 2�xnÿ1

�2n� r ÿ 2��2n�n� r ÿ 2� � s� 2F1
ÿn; 1ÿn
3ÿ r ÿ 2n

;
1
x

� �

� xn
3F2

ÿn;ÿ1ÿ n;
ÿns ÿ �nÿ 1�u

s � u

ÿ2ÿ r ÿ 2n;
ÿ�n� 1�s ÿ nu

s � u

;
1
x

0BB@
1CCA �2:3:4�

�n � 1; 2; 3; . . . ; r 6� 2ÿ 2n; 3ÿ 2n; . . . und s 6� ÿ2n�n� r ÿ 2�; an;n �
1; Jacobityp). FÏr die monischen PolynomlÎsungen (2.3.4) von (2.3.1) ¢ndet
man neben y0�x� � 1 und y1�x� � xÿ c0�c0 � s

r�s�2rÿ2�� die dreiglie-
drige Rekursion (2.1.5) mit

c n �
�s 2 � 8n�n� 1��n� r ÿ 1��n� r ÿ 2�s � 4n�n� 1��n� r ÿ 1��n� r ÿ 2��

�2n� r��2n� r ÿ 2��2n�n� r ÿ 2� � s� �2�n� 1��n� r ÿ 1� � s�
�2:3:5�

�� � 2�n2 ÿ nÿ 1� � �2n� 1�r; � � 2n�nÿ 1� � �2n� 1�r� und

dn � n2�n� r ÿ 2�2�2�nÿ 1��n� r ÿ 3� � s��2�n� 1��n� r ÿ 1� � s�
�2n� r ÿ 3��2n� r ÿ 2�2�2n� r ÿ 1��2n�n� r ÿ 2� � s�2

�2:3:6�
�n � 1; 2; 3; . . .�.
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DieDi¡erentialgleichung (2.3.1) geht nachMultiplikation mit einer zwei-
mal di¡erenzierbaren Funktion w in die selbstadjungierte Form

�w�x2 ÿ x�2y 00n � 00 � �fwrx��r � f � 3�xÿ f ÿ 4�
ÿ �w�x2 ÿ x�2� 00g y 0n� 0 � � n w yn

Ïber, wenn fÏr w die Di¡erentialgleichungen

2�w�x2 ÿ x�2� 0 � 2w�x2 ÿ x���r � 2�xÿ 2�
und

fwrx��r � f � 3�xÿ f ÿ 4�g 0 ÿ �w�x2 ÿ x�2� 000
� wr��rf ÿ 2�xÿ f � 2�

gelten. Daraus entsteht w � �1ÿ x� rÿ2 �0 � x < 1�, und man erhÌlt zu
(2.3.1) die selbstadjungierte Form

�x2�1ÿ x� ry 00n � 00 � �frx�1ÿ x� rÿ2��r � f � 3�xÿ f ÿ 4�
ÿ �x2�1ÿ x� r� 00gy 0n� 0 � n�n� r ÿ 1��n�n� r ÿ 1� � r� f ÿ 2�
� r ÿ 2��1ÿ x� rÿ2yn: �2:3:7�

FÏr die Polynome yn�x� aus (2.3.4) ergibt sich die Di¡erentialgleichung
zweiter Ordnung

�x2 ÿ x��4xn�nÿ 1��n� r � 1��n� r ÿ 2� � xr�rf ÿ 2��4n� f ÿ 2�
ÿ 2r� f ÿ 2�� y 00n � f4�1ÿ rx��xn�nÿ 1��n� r � 1��n� r ÿ 2�
� xrfn�nÿ 1� � xrn�rf ÿ 2� ÿ r� f ÿ 2�� ÿ xr� f ÿ 2��x�rf ÿ 2�
ÿ f � 2�g y 0n � n�n� r ÿ 1��4xn�nÿ 1��n� r � 1��n� r ÿ 2�
� xr�rf ÿ 2��4n� f ÿ 2� ÿ 4�n� 1��n� 2� ÿ 4r�n� f ÿ 1�� yn

�2:3:8�
�n � 0; 1; 2; . . .�, in der alle Koe¤zienten von n abhÌngen.

3. OrthogonalitÌt

Die OrthogonalitÌtsfunktionale zu den PolynomlÎsungen yn�x� von
(2.1.1), (2.2.1) und (2.3.1) kÎnnen wegen des Vorliegens dreigliedriger
Rekursionen mit Hilfe des Satzes von Favard ([1], [6]) ermittelt werden.
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Der Satz von Favard besagt folgendes: FÏr die aus den dreigliedrigen
Rekursionen (2.1.5) hervorgehenden (monischen) Polynome yn�x� exis-
tiert genau dann
a) ein quaside¢nites OrthogonalitÌtsfunktional L, wenn die dn
�n � 1; 2; 3; . . .� aus (2.1.5) von null verschieden sind;
b) ein positiv de¢nites OrthogonalitÌtsfunktional L, wenn die c n
�n � 0; 1; 2; . . .� reell und die dn �n � 1; 2; 3; . . .� aus (2.1.5) positiv
sind.
Nach Festlegung von L�1� � d0 gilt dann

L� yn; ym� � d0 d1 . . . dn� n;m �3:1�
�n;m � 0; 1; 2; . . . ; � n;m ist das Kroneckersymbol; bei a) muÞ d0 6� 0 und
bei b) d0>0 festgelegt werden).
Die Berechnung des Funktionals L erfolgt mit Hilfe von L� yn� � 0 fÏr
n � 1; 2; 3; . . . . Endliche Orthogonalsysteme lassen sich im Sinne von
[6] ermitteln.

3.1. Laguerretyp

Durch Aufschichtung der dn aus (2.1.6) entsteht

d1d2 . . . dn � n !n !�vÿ 2��v� 2n�
v�v� 2nÿ 2� �n � 1; 2; 3; . . .�;

wozu man im Hinblick auf die unten angegebene Realisierung

�d0 �� L�1� � v
vÿ 2

festlegen kann. Damit ergibt sich formal fÏr die Laguerretyp-Polynome

L� yn; ym� � n !n !�v� 2n�
v� 2nÿ 2

� n;m �n;m � 0; 1; 2; . . .�: �3:1:1�

Dazu bestehen folgende MÎglichkeiten fÏr OrthogonalitÌt:
a) FÏr OrthogonalitÌt im quaside¢niten Sinn braucht man dn 6� 0, also

v 6� 4ÿ 2n �n � 1; 2; 3; . . .�: �3:1:2�
b) FÏr OrthogonalitÌt impositiv de¢niten Sinn braucht man bei einem unend-
lichen Orthogonalsystem dn > 0 fÏr alle n 2 N, also v > 2.
c) FÏr OrthogonalitÌt im positiv de¢niten Sinn braucht man fÏr ein endliches
OrthogonalsystemmitN � 1 Polynomen �N 2 N�dn > 0 fÏr n � 1; 2; . . . ;
N, also

v � ÿ2N ÿ � mit 0 < � < 2: �3:1:3�
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Eine Realisierung des OrthogonalitÌtsfunktionals L ist bereits bei H. L.
Krall in [4] zu ¢nden:

L�xn� �
� 0
ÿ1

xn d �x� � �ÿ1� nn! f�ur n 2 N;
v

vÿ2 f�ur n � 0;

(

mit �x� �
v

vÿ2 f�ur x � 0;

ex f�ur ÿ1 < x < 0:

� �3:1:4�

Mit diesen L�xn� ergibt sich fÏr die Laguerretyp-Polynome tatsÌchlich
L� yn� � 0 fÏr n � 1; 2; 3; . . . . FÏr entsprechend meÞbare Funktionen g
und h lÌÞt sich (3.1.4) das Skalarprodukt

hg; hi �
� 0
ÿ1

ex g�x�h�x� dx� 2
vÿ 2

g�0� h�0� �3:1:5�

(Ûberstreichung bedeutet konjugiert komplex) Ïberordnen.

3.2. Legendretyp

Durch Aufschichtung der dn aus (2.2.4) entsteht

d1d2 . . . dn � 12: 22: 32 . . . n2t�2t � �n� 1��n� 2��
12: 32: 52 . . . �2nÿ 1�2 �2n� 1��t � 1��2t � n�nÿ 1��

�n � 1; 2; 3 . . .�, wozu man in Hinblick auf die unten angegebene Rea-
lisierung

�d0 �� L�1� � 2

festlegen kann. Damit ergibt sich formal fÏr die Legendretyp-Polynome

L� yn; ym�� 2n !n !t�2t � �n� 1��n� 2��
1: 3: 3: 5: 5 . . . �2nÿ1��2nÿ1��2n�1��t�1��2t � n�nÿ 1��

�3:2:1�
�n;m � 0; 1; 2; . . .�. Dazu bestehen folgende MÎglichkeiten fÏr Ortho-
gonalitÌt:
a) FÏr OrthogonalitÌt im quaside¢niten Sinn braucht man dn 6� 0, also

2t 6� ÿn�nÿ 1� �n � 1; 2; 3; . . .�: �3:2:2�
b) FÏr OrthogonalitÌt impositiv de¢niten Sinn braucht man bei einem unend-
lichen Orthogonalsystem dn > 0 fÏr alle n 2 N, also t > 0.
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c) FÏr OrthogonalitÌt im positiv de¢niten Sinn braucht man fÏr ein endliches
OrthogonalsystemmitN � 1 Polynomen �N 2 N�dn > 0 fÏr n � 1; 2; . . . ;
N, also

2t � ÿN�N ÿ 1� ÿ � mit 0 < � < 2N: �3:2:3�

Eine Realisierung des OrthogonalitÌtsfunktionals L ist bereits bei H. L.
Krall in [3] zu ¢nden:

L�xn� �
� 1
ÿ1

xn d �x� �
2�t � n� 1�
�t � 1��2n� 1� f�ur n � 0; 2; 4; . . . ;

0 f�ur n � 1; 3; 5; . . .

8><>:
�3:2:4�

mit

 �x� �
1 f�ur x � 1;
tx

t � 1
f�ur ÿ1 < x < 1;

ÿ1 f�ur x � ÿ1:

8>><>>: �3:2:5�

Mit diesen L�xn� ergibt sich fÏr die Legendretyp-Polynome yn�x� tatsÌ-
chlich L� yn� � 0 fÏr n � 1; 2; 3; . . . . FÏr entsprechend meÞbare Funk-
tionen g und h lÌÞt sich (3.2.4) und (3.2.5) das Skalarprodukt

hg; hi � t
t � 1

� 1
ÿ1

g�x�h�x� dx� g�1�h�1�
t � 1

� g�ÿ1�h�ÿ1�
t � 1

Ïberordnen.

3.3. Jacobityp

Durch Aufschichtung der dn aus (2.3.6) entsteht

d 1d 2 . . . d n

� �n!� 2�r ÿ 1�s�2�n� 1��n� r ÿ 1� � s�
�n� r ÿ 1� 2�n� r� 2 . . . �2n� r ÿ 2�2�2n� r ÿ 1��2�r ÿ 1� � s��2n�n� rÿ 2��s�

�n � 1; 2; 3; . . .�, wozu man in Hinblick auf die unten angegebene Rea-
lisierung

�d0 �� L�1� � rf ÿ 2
r�r ÿ 1�� f ÿ 2�
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festlegen kann. Damit ergibt sich formal fÏr die Jacobityp-Polynome

L� y n; ym�

� �n!� 2�rf ÿ 2��2�n� 1��n� r ÿ 1� � s�� n;m
�n� r ÿ 1� 2�n� r� 2 . . . �2n� r ÿ 2� 2�2n� r ÿ 1��2�r ÿ 1� � s��2n�r � nÿ 2� � s�

�3:3:1�
�n;m � 0; 1; 2; . . .�. Dazu bestehen folgende MÎglichkeiten fÏr Ortho-
gonalitÌt:
a) FÏr OrthogonalitÌt im quaside¢niten Sinn braucht man dn 6� 0, also

r 6� 2ÿ n und s 6� ÿ2�nÿ 1��n� r ÿ 3� �n � 1; 2; 3; . . .�:
�3:3:2�

b) FÏr OrthogonalitÌt impositiv de¢niten Sinn braucht man bei einem unend-
lichenOrthogonalsystem dn > 0 fÏr alle n 2 N, also r > 1 und s > 0 � f > 2�.
c) FÏr OrthogonalitÌt im positiv de¢niten Sinn braucht man fÏr ein endliches
Orthogonalsystem mit N � 1 Polynomen dn > 0 fÏr n � 1; 2; . . . ;N, also
etwa

c:1� r > 1 und ÿ 2�N � 2��N � r� < s <

ÿ 2�N � 1��N � r ÿ 1�; �3:3:3�
wegen (3.3.3) entsteht f < 2 und rf < 2, also d0 > 0.

Eine Realisierung des OrthogonalitÌtsfunktionalsL ist bei H. L. Krall in
[4] und bei A. M. Krall in [3] zu ¢nden:

L�xn� �
� 1
0
xn�1ÿ x� rÿ2 d �x�

�
n!

�r ÿ 1�r . . . �n� r ÿ 1� f�ur n 2 N;

rf ÿ 2
r�r ÿ 1�� f ÿ 2� f�ur n � 0

8>><>>:
�3:3:4�

mit

 �x� �
x f�ur 0 < x � 1;

ÿ2
r� f ÿ 2� f�ur x � 0;

8<: �3:3:5�

dabei wird r > 1 benÎtigt und wegen (3.3.2) ist kein Nenner null. Mit
diesen L�xn� ergibt sich fÏr die Jacobityp-Polynome yn�x� tatsÌchlich
L� yn� � 0 fÏr n � 1; 2; 3; . . .. FÏr entsprechend meÞbare Funktionen g

Eigenwertprobleme mit Di¡erentialgleichungen vierter Ordnung 33



und h lÌÞt sich (3.3.4) und (3.3.5) das Skalarprodukt

h g; hi �
� 1
0
�1ÿ x� rÿ2 g�x� h�x� dx� 2

r� f ÿ 2� g�0� h�0� �3:3:6�

Ïberordnen. Auch darin ist wegen (3.3.2) der Nenner von Null verschie-
den. Die OrthogonalitÌt im positiv de¢niten Sinn fÏr ein endliches Orthogonal-
system mitN � 1 Polynomen �N 2 N� kann auch durch

c:2� ÿ 2N ÿ 1 < r < ÿ2N � 1 mit s < 0 oder

ÿ 2�N � 1��N � r ÿ 1� < s �3:3:7�
erreicht werden.Wegen des negativen r wird in (3.3.4) ^ (3.3.6) r durchÿr
ersetzt. Das neue

�d0 �� L�1� � rf � 2
r�r � 1��2ÿ f �

enthÌlt wegen r < ÿ1 bei s < 0 einen negativen ZÌhler und Nenner, bei
ÿ2�N � 1��N � r ÿ 1� < s einen positiven ZÌhler und Nenner. Damit
ist d0 in beiden FÌllen positiv.
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