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Die Struktur der GregorianischenOsterperiode
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M. Oswalden
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am18. Juni 1998

durch das w. M. Hermann Haupt)

Abstract

The structure of the Easter Period in the Gregorian Calendar is investi-
gated. Although a strict recurrence of the Easter Sundays will take place
only after 5700 000 years, there are a number of subperiods in the order of
centuries and even milleniums, all depending of certain combinations of
Epact,GoldenNumber, andDominical Letter.Thesewill be described in
detail. A set of rules gives the possibility of computing all Easter dates
from just one given date.

Einleitung

Unser Kalender, der imJahre 1582 von Papst Gregor XIII. mit der Bulle
`̀ Inter gravissimas'' eingefÏhrt wurde, ist durch denWegfall des Schalt-
tages bei SÌkularjahren und durch die Sonnen- und Mondgleichung der
Epakte so gut an den Lauf von Sonne undMond angepaÞt, daÞ erst nach
5700 000 Jahren die Ostersonntage in der gleichen Reihenfolge wieder-
kehren wÏrden.
Obgleich dieser Ïberaus groÞe Zeitraum nur von theoretischerBedeu-

tung ist, stellt die Erforschung der Auswirkungen der Kalenderreform
auf die Abfolge der Ostersonntage in der Osterperiode eine reizvolle
mathematische Aufgabe dar.
Zahlreiche abschnittsweise Ûbereinstimmungen der Ostersonntage

innerhalb der Osterperiode reichen bis zur Wiederholung jedesJahrhun-



derts und weiter bis zurWiederkehr vonJahrhundertgruppen mit nicht
weniger als zwei Dutzend aufeinanderfolgenderJahrhunderte.
Durch die EinfÏhrung von Osterdaten mit bestimmten Zeitdi¡eren-

zen (`̀Osterdatenketten'') gewinnt man umfassende Einblicke in die
Gesamtstruktur der Osterperiode unseres Kalenders: Hinter der Sprung-
haftigkeit aufeinanderfolgender Ostersonntage verbirgt sich eine tief-
greifende langfristige RegelmÌÞigkeit, die auch den bisherigen Ablauf der
Ostersonntage einschlieÞt. Zwischen den Ostersonntagen mit gleichem,
aber auch zwischen solchen mit verschiedenem Monatsdatum beste-
hen einheitliche Jahresdi¡erenzen Ïber die ganze Osterperiode hinweg.
Ûberdies ist es mÎglich, jedes Osterdatum unterVerwendung herkÎmm-
licher Begri¡e des Kalenderwesens (Epakte, Goldene Zahl und Sonn-
tagsbuchstabe) in der Osterperiode umkehrbar eindeutig festzulegen.

I. Vorbemerkungen

INT(x) ist (fÏr x � 0� der ganzeTeil der Zahl x.
MOD (a; b) fÏr ganzzahliges a und natÏrliches b ist der kleinste nichtne-
gative Rest bei der Division von a durch b.

Kurzschreibweisen : INT�a� b; c� �̂ INT��a� b�=c�
MOD�a� b; c� �̂MOD��a� b�; c�
�x; y� � const: �̂ �x � const:; y � const:�

OP � Gregorianische Osterperiode�5 700 000Jahre�
FÏr die Jahreszahl J gilt

J � 100 s� r . . . Jahrhundert s; Jahrhundertrest r�00 bis 99� �1�
s � 100 S� R . . .Gro�jahrhundert S;Gro�jahrhundertrestR �2�

� � MOD�s; 25� �3�
Goldene Zahl : MOD� J; 19� � 1 � a� 1 �4�

Epakte : e � MOD�11a� 8ÿ s � INT�s; 4� � INT�8s � 13; 25�; 30�
�5�

Ostervollmond: e � 0 bis 23 . . . �44ÿ e�ÿ ter MÌrz, bzw. �13ÿ e�ÿ ter
April;

e � 24 . . . 18: April; e � 25 . . . 18: April �a < 11�; 17: April �a � 11�;
e � 26 bis 29 . . . �43ÿ e�-ter April �6�
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Tagesbuchstaben:

21:M�arz : C; 22:M�arz : D; 23:M�arz : E; . . . 23:April : A; 24:April : B;

25:April : C �7�

Festzahl : v � Abstand des Ostersonntags vom 21. M�arz �8�

II. Die GregorianischenJahrhunderte

1. Die Parameterdarstellung der Jahrhunderte

JedesJahrhundert der OP lÌÞt sich mit Hilfe dreier Parameter beschrei-
ben [4]:

" � MOD�8ÿ s � INT�s; 4� � INT�8s � 13; 25�; 30� �9�
� � MOD�s; 4� �10�
� � MOD�100 s; 19� �11�

" ist die Epakte e zur Goldenen Zahl eins �a � 0�. Aus (5) folgt fÏr das
ganzeJahrhundert s

e � MOD�"� 11a; 30� �12�
FÏr den Neunzehnerrest a derJahreszahl J gilt

a � MOD��� r; 19� �13�
SchlieÞlich erhÌlt man mit Hilfe von � den Sonntagsbuchstaben l des
Jahres J � 100s � r (in Schaltjahren fÏr MÌrz bis Dezember):

l � MOD�2�ÿ r ÿ INT�r; 4�; 7� � 1

�1 �̂A; 2 �̂B; 3 �̂C; 4 �̂D; 5 �̂E; 6 �̂F; 7 �̂G� �14�

DasTripel �"; �; �� ermÎglicht somit die Berechnung allerWochentage
und aller beweglichen Feste desJahrhunderts s.

Anmerkung.AusGrÏnden derÛbersichtlichkeit emp¢ehlt es sich,�mit
dem Sonntagsbuchstaben des jeweiligen Jahrhundertrestes r � 0 zu be-
schreiben: � � 0 �̂A; � � 1 �̂C; � � 2 �̂E; � � 3 �̂G

Beispiel 1. a) Den Jahrhunderten s � 15; 16; . . . 20 sind folgendeTripel
zugeordnet:

s � 15 . . . �1;G; 18� s � 16 . . . �1;A; 4� s � 17 . . . �0;C; 9�
s � 18 . . . �0;E; 14� s � 19 . . . �29;G; 0� s � 20 . . . �29;A; 5�
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b) Berechnung des Ostersonntags desJahres J � 2038 aus demTripel (29,
A, 5):

�13� . . . a � 5; �12� . . .Epakte e � 24 �Ostervollmond am 18: April�
�14� . . . Sonntagsbuchstabe l � 3 �̂C; �7� . . .Ostern am 25: April 2038

2. Die vier Ketten der Jahrhunderte

Zu �s � 100 erhÌlt man aus (9) und (11)

�" � 17; �� � 6 �15�
Da die Zahlen 17 und 30 teilerfremd sind, nimmt " bei stÌndigem Fort-
schreiten um �s � 100 in jedem Zeitraum von 3000 Jahrhunderten alle
mÎglichen 30 Werte an; ebenso treten in jedem Zeitraum von 1900 Jahr-
hunderten alle 19Werte von � auf. In der so gebildeten �30� 19 �� 570-
gliedrigen Kette vonJahrhunderten sind somit alleTripel �"; � � const:;
�� enthalten.Wegen der vierWerte von � ergibt sich der

Satz 1. In der OP treten 2280 verschiedeneJahrhunderte auf [4].

Anmerkung. ZumVergleich von Ostersonntagen sind auch die Epakten
heranzuziehen. Nur bei Ïbereinstimmenden Monatsdaten und Epakten
werden Ostersonntage als gleich bezeichnet.Wenn man auch verschie-
dene Epakten zulÌÞt, so verringert sich die Anzahl der verschiedenen
Jahrhunderte auf 1573.

Aus (9) ergibt sich fÏr " eine Periode von 300000 Jahren. DieWieder-
kehr der Epakte e erfolgt aber wegen der 19 Werte von a gemÌÞ (12) erst
nach �300000� 19 �� 5700000 Jahren. In diesem Zeitraum ist die 400-
jÌhrige GregorianischeWochentagsperiode enthalten. Man bekommt so
die LÌnge der OP [6].

Anmerkung. Die OP umfaÞt insgesamt 57000 Jahrhunderte. An die
Stelle von s � 15 bis s � 57014 setzt man zweckmÌÞigerweise s � 0 bis
s � 56999 [2].

Die 570gliedrigen Ketten der Jahrhunderte legen es nahe, jeweils 100
aufeinanderfolgende Jahrhunderte zu einem `̀GroÞjahrhundert'' �S �
100S� R� zusammenfassen. DieTabelle 1 gibt die ersten 100 Gregoria-
nischenJahrhunderte durch ihreTripel �"; �; �� wieder �S � 0�.
FÏr die weiteren GroÞjahrhunderte �S � n; n � 1; 2; . . . 569� gilt

wegen �s � 100 nach (15):

" n � MOD�"0 � 17n; 30�; � n � MOD��0 � 6n; 19� �16�

56 M. Oswalden



DieWerte von s in derTabelle 1 sind auch die Hunderterreste R von s
(`̀ GroÞjahrhundertreste'') fÏr alle Ïbrigen GroÞjahrhunderte. Jedes
Jahrhundert der Tabelle 1 ist demnach Anfangsglied fÏr eine der vier
Gregorianischen Ketten derJahrhunderte (entsprechend den vierWerten
von ��.
Anmerkung.AlleJahrhunderte der OP lassen sich mit 570 Tabellen nach
Art derTabelle 1erfassen. Durch den einfachen Zusammenhang (15) die-
serTabellen ergibt sich auch ohne deren tatsÌchliche AusfÏhrung leicht
ein GesamtÏberblick Ïber dieJahrhunderte der OP. Bei Ïbereinanderlie-
genden Tabellen liegen auch die 570 Glieder jeder der 100 Ketten der
Jahrhunderte Ïbereinander.

Wegen � � const. bei den Ketten der Jahrhunderte fallen gemÌÞ (14)
Monatsdatum und Wochentag fÏr r � const. bei allen Jahrhunderten
einer Kette zusammen.

Tabelle 1. Die ersten 100 GregorianischenJahrhunderte (1. GroÞjahrhundert)

s . . . �"0; �; �0� s . . . �"0; �; �0� s . . . �"0; �; �0� s . . . �"0; �; �0�

00 . . . �08, A, 00) 01 . . . �07, C, 05) 02 . . . �07, E, 10) 03 . . . �06, G, 15)
04 . . . �06, A, 01) 05 . . . �06, C, 06) 06 . . . �05, E, 11) 07 . . . �04, G, 16)
08 . . . �05, A, 02) 09 . . . �04, C, 07) 10 . . . �03, E, 12) 11 . . . �03, G, 17)
12 . . . �03, A, 03) 13 . . . �02, C, 08) 14 . . . �02, E, 13) 15 . . . �01, G, 18)
16 . . . �01, A, 04) 17 . . . �00, C, 09) 18 . . . �00, E, 14) 19 . . . �29, G, 00)
20 . . . �29, A, 05) 21 . . . (29, C, 10) 22 . . . (28, E, 15) 23 . . . (27, G, 01)
24 . . . (28, A, 06) 25 . . . (27, C, 11) 26 . . . (26, E, 16) 27 . . . (26, G, 02)
28 . . . (26, A, 07) 29 . . . (25, C, 12) 30 . . . (25, E, 17) 31 . . . (24, G, 03)
32 . . . (24, A, 08) 33 . . . (24, C, 13) 34 . . . (23, E, 18) 35 . . . (22, G, 04)
36 . . . (23, A, 09) 37 . . . (22, C, 14) 38 . . . (21, E, 00) 39 . . . (21, G, 05)
40 . . . (21, A, 10) 41 . . . (20, C, 15) 42 . . . (19, E, 01) 43 . . . (19, G, 06)
44 . . . (19, A, 11) 45 . . . (18, C, 16) 46 . . . (18, E, 02) 47 . . . (17, G, 07)
48 . . . (17, A, 12) 49 . . . (17, C, 17) 50 . . . (16, E, 03) 51 . . . (15, G, 08)
52 . . . (16, A, 13) 53 . . . (15, C, 18) 54 . . . (14, E, 04) 55 . . . (14, G, 09)
56 . . . (14, A, 14) 57 . . . (13, C, 00) 58 . . . (13, E, 05) 59 . . . (12, G, 10)
60 . . . (12, A, 15) 61 . . . (12, C, 01) 62 . . . (11, E, 06) 63 . . . (10, G, 11)
64 . . . (11, A, 16) 65 . . . (10, C, 02) 66 . . . (09, E, 07) 67 . . . (08, G, 12)
68 . . . (09, A, 17) 69 . . . (08, C, 03) 70 . . . (07, E, 08) 71 . . . (07, G, 13)
72 . . . (07, A, 18) 73 . . . (06, C, 04) 74 . . . (06, E, 09) 75 . . . (05, G, 14)
76 . . . (05, A, 00) 77 . . . (05, C, 05) 78 . . . (04, E, 10) 79 . . . (03, G, 15)
80 . . . (04, A, 01) 81 . . . (03, C, 06) 82 . . . (02, E, 11) 83 . . . (02, G, 16)
84 . . . (02, A, 02) 85 . . . (01, C, 07) 86 . . . (01, E, 12) 87 . . . (00, G, 17)
88 . . . (00, A, 03) 89 . . . (00, C, 08) 90 . . . (29, E, 13) 91 . . . (28, G, 18)
92 . . . (28, A, 04) 93 . . . (28, C, 09) 94 . . . (27, E, 14) 95 . . . (26, G, 00)
96 . . . (27, A, 05) 97 . . . (26, C, 10) 98 . . . (25, E, 15) 99 . . . (25, G, 01)
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3. DieWiederkehr der Jahrhunderte

Zu � � const. gibt es genau 25 Ïbereinstimmende Ketten der Jahrhun-
derte. FÏr den Gregorianischen Kalender gilt somit der

Satz 2. In der OP tritt jederJahrhunderttyp �"; �; �� genau 25fach auf.

Die 25 Zeitdi¡erenzen fÏr dieWiederholung ganzerJahrhunderte neh-
men nur drei voneinander verschiedeneWerte in AbhÌngigkeit von � �
MOD(s; 25) an [4]. (Beweis mittels �s � 76 k in [1])

� s � 836 . . . � � 6; 9; 12; 15; 18; 21; 24; 2; 5; 8; 11; 14

� s � 3420 . . .� � 17; 20; 23; 1; 4; 7; 10; 13; 16; 19

� s � 4256 . . .� � 22; 0; 3

�17�

Beispiel 2.Wiederholung desJahrhunderts s � 20:

s�3440; 4276; 7696; 8532; 11952; . . . 46836; 47672; 51928; 56184; �57020�

4. DieWiederkehr benachbarter Jahrhunderte

Wie aus (17) hervorgeht, erfolgt nach �s � 4256Jahrhunderten dieWie-
derkehr aller Gregorianischen Jahrhunderte mit bloÞer Ausnahme von
� � 11 und � � 14.

Beispiel 3.Die Ostersonntage derJahre1583 bis 3599 wiederholen sich in
denJahren 427183 bis 429199.

Durch fortgesetzte Anwendung von (17) erhÌlt man schlieÞlich die
Wiederkehr bis zu 24 aufeinanderfolgenderJahrhunderte.

Beispiel 4. Nach 26372 Jahrhunderten erfolgt dieWiederkehr der Jahr-
hunderte mit Ausnahme von � � 17 und nach �57000ÿ 26372 ��
30628 Jahrhunderten mit Ausnahme von � � 14.
DieOstersonntage derJahre1800 bis 4199 wiederholen sich in denJah-

ren 2639000 bis 2641399.

5. Die 25 Jahrhunderte zu einemvorgegebenenTripel �"; �; ��
Aus (9) und (11) erhÌlt man fÏr

� s � 6000 . . . �" � 0; �� � ÿ1 �18�
� s � 32300 . . . �" � 1; �� � 0 �19�
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Zum beliebigen Jahrhundert mit demTripel ��"; ��; ��� gilt wegen (18)
und (19) fÏr dasJahrhundert smit demTripel �"; � � ��; ��

s � 32300 � �"ÿ �"� � 6000 � ���ÿ �� ��s

Wenn man �s � 25�� 4k�k � 0; 1; 2; . . .� setzt, so ergibt sich mit (9)
und �� �MOD(11�� k; 19�nach (11) fÏr die gesuchten 25 Jahrhunderte
mit Ïbereinstimmenden Parametern "; �; �:

s � 32300 � �"ÿ INT�7 k� 13; 25�� � 13604 kÿ 6000�

� 22325�� 26600 k � 0; 1; 2; . . . 24 mod 57000
(20)

Die GroÞjahrhundertreste R der 25 Jahrhunderte erhÌlt man auch aus

R � MOD�25�� 4k; 100� �21�
Umgekehrt errechnet man denWert von k zu vorgegebenen R aus

k � MOD�INT�R; 4� � 19 �MOD�R; 4�; 25� �22�
Beispiel 5. Gesucht ist das Jahrhundert (29, A, 5) zu R � 36. Aus (22)
erhÌltmank � 9, und aus der Formel (20) errechnetman dasJahrhundert
s � 46836 im Einklang mit Beispiel 2.

Wenn man die zeitliche Abfolge des Auftretens einesJahrhunderttyps
�"; �; �� zur Numerierungder 25 Jahrhunderte verwendet, so erhÌlt man
einen weiteren Parameter n, der eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
innerhalb der OP ermÎglicht:

Beispiel 6. s � �"; �; �; n� �23�
s � 20 . . . s � �29;A; 5; 1�
s � 46836 . . . s � �29;A; 5; 22�

III. Die abschnittsweiseWiederkehr der Gregorianischen
Ostersonntage

1. Das Schema der Osterdaten

In der ersten Zeile derTabelle 2 sind die 30 Gregorianischen Epakten
wie bei der jÌhrlichen Abfolge mit �e � 11 eingetragen. Die Sonntags-
buchstaben der ersten Spalte gelten fÏr �J � 19.
In die hiermit vorgegebenen �30� 28 ��840 Felder kann man nun

mittels (6) und (7) die entsprechenden Ostersonntage eintragen. Bei den
Sonntagsbuchstaben ist deren RÏckwÌrtsschreiten imZyklusAbis Gvon
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Tabelle 2. Schema der Osterdaten

e� 08 19 00 11 22 03 14 25 . . . 26 07 18 . . . 16 27

BA 09A-0 01A 14A 06A 28M-1 17A 02A 22A . . . 22A 07A 29M . . . 02A-0 22A
F 07A 29M 18A 03A 26M 14A 06A 19A . . . 19A 19A 27M . . . 31M 19A
C 11A 27M 15A-3 07A 23M 12A 03A 23A . . . 23A-0 08A 31M . . . 04A 17A
G 08A 31M 20A 04A-1 27M 16A 01A 20A-2 . . . 21A 12A 28M . . . 01A 21A
ED 12A 28M 17A 09A 24M 13A 05A � . . . 18A 10A 01A-3 . . . 29M 18A
B 10A 01A-3 14A 06A 29M 17A 02A 22A . . . 22A 07A 30M . . . 03A 22A-3
F 07A 30M 18A-1 03A 26M 15A 06A-2 19A . . . 19A 11A 27M . . . 31M 20A
C 11A 27M 16A 07A 23M 12A 04A 23A-0 . . . 24A 08A-3 31M . . . 04A 17A
AG 08A-3 31M 20A 05A 27M 16A 01A 21A . . . 21A 13A 28M-1 . . . 01A-3 21A
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C 11A 26M-0 15A 07A 23M 11A-1 03A 23A . . . 23A 08A 31M . . . 04A 23A-0
G 08A 31M 19A 04A 27M 16A 31M 20A . . . 20A-2 12A 28M . . . 01A 21A
D 12A 28M 17A 08A-3 24M 13A 05A 24A . . . 18A 09A-0 01A . . . 29M 18A

� . . . Epakte 25: 18A. . . a>10, 25A. . . a<11
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Jahr zu Jahr zu beachten, sowie die Stellung der Ausgangsjahre (in der
zweiten Spalte der Tabelle 2) im vierjÌhrigen Schaltzyklus.
Diese schematische Darstellung ermÎglicht die blockweise Entnahme

der Ostersonntage allerJahrhunderte mittels derTripel �"; �; ��. In jeder
Spalte der Epakten gibt es genau vier JahrhundertanfÌnge �r � 0� im
Einklang mit den vierWerten von �, in derTabelle 2 mit 0, 1, 2, 3 nach
den Ostersonntagen bezeichnet.
Bei den Jahrhunderten �8; �; �� steht das erste Jahr in der Spalte �,

gerechnet von der Ausgangsepakte 8. So beginnt (8, C, 4) bei e � 22 am
28. MÌrz, reicht wegen " � 8 bis e � 26 (22. April, r � 14� und kehrt
dann bei r � 15 zum Beginn des Metonschen Zyklus nach 19 Jahren zu-
rÏck (7. April).
Der Epaktenzyklus " � 19 reicht bis e � 7. In der vierten Zeile der

Ostersonntage beginnt das Jahrhundert (19, C, 2) mit dem 4. April und
reicht bis zum 21. April �r � 99�.
BeimÛberschreiten der unterenGrenze des Schemas erfolgt RÏckkehr

zur ersten Zeile der Ostersonntage. Beim Ûberschreiten der rechten
Grenze setzt man bei e � 8 fort, allerdings mit einem Abstand von sechs
Zeilenwegen der erforderlichenÛbereinstimmungder Sonntagsbuchsta-
ben.Die Entnahme derOstersonntage jedesJahrhunderts ist somit durch
hÎchstens drei BlÎcke mÎglich.

2. Das Schema der abschnittsweisenWiederkehr der Ostersonntage

Der geringe Umfang des Schemas der Osterdaten legt die Vermutung
nahe, daÞ in unseremKalender neben derWiederholung ganzerJahrhun-
derte in der OPeineWiederkehr der Ostersonntage auch noch fÏr andere
Zeitabschnitte erfolgt.
Wenn man in derTabelle 2 zu den AnfÌngen derJahrhunderte �r � 0�

auch noch die ÏbrigenJahrhundertreste eintrÌgt, so erhÌlt man die voll-
stÌndige Liste der abschnittsweisen Wiederkehr der Ostersonntage
(Tabelle 3).

Beispiel 7.Der zweiten Zeile der unteren HÌlfte derTabelle 3 entnimmt
manA. . .C, r � 04;�� � 4. Zu (29, A, 5) etwa erhÌlt man (29, C, 9). Die
Formel (20) ergibt Ïbereinstimmende Ostersonntage von 2004 bis 2099
und 176500 bis 176595.

3. SonderfÌlle der abschnittsweisenWiederkehr der Ostersonntage

a) Ein besonderes Merkmal des Gregorianischen Kalenders ist die Wie-
derkehr aufeinanderfolgender Ostersonntage nach 152 Jahren in
Abschnitten zu 48, 52 und 100 Jahren [5].
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Mit Hilfe der Tabelle 1 ¢ndet man zu gleichen Epaktenzyklen beim
erforderlichen Ûberschreiten der SÌkularjahre ohne Schalttag (wegen
der Ûbereinstimmung der Sonntagsbuchstaben) nicht weniger als 40 sol-
cher Abschnitte je GroÞjahrhundert.
Seit der Kalenderreform vomJahre 1582 fand bereits einmal eineWie-

derholungderOstersonntage nach152 Jahren fÏr denZeitraum1700^1747
bei den Jahren 1852^1899 statt. GegenwÌrtig be¢nden wir uns in einem
100jÌhrigen Abschnitt, der 1948 begonnen hat. Dann folgt ein 52jÌhriger
Abschnitt von 2248^2299.
b) Neben dieser kurzfristigenWiederkehr der Epaktenzyklen ist auch die
erste langfristige nach rund 70 Jahrhunderten fÏr eine abschnittsweise
Wiederholung der Ostersonntage geeignet. Laut Tabelle 1 und Tabelle 3
sind folgendeJahresdi¡erenzen mÎglich:

�J � 6688�r � 12 bis 99� �J � 6840�r � 60 bis 99�
�J � 6992�r � 08 bis 99� �J � 7144�r � 56 bis 99�

Beispiel 8. Laut Tabelle 1 haben die Jahrhunderte s � 20 und s � 90
gleiche Epaktenzyklen �" � 29�. Mit �J � 6692 ¢ndet man Ïberein-
stimmende Ostersonntage von 2008 bis 2099 mit 9000 bis 9091.

c) DieTabelle 3 enthÌlt in zwei ZeilenJahrhundertreste mit Ïbereinstim-
menden Ostersonntagen bei unverÌndertem Parameter �, wodurch Aus-
sagen fÏr alleJahrhunderte mÎglich sind. Besonders geeignet sind hierzu

Tabelle 3. Die abschnittsweise Ûbereinstimmung der Ostersonntage

Ûbereinstimmung der Ostersonntage von 00 bis rmit (99ÿ r) bis 99

G. . .A r � 03, 31, 59, 87 �� � 18, 8, 17, 7
G. . . C, E. . .A r � 07, 35, 63, 91 �� � 3, 12, 2, 11
G. . .E, E. . .C, C. . .A r � 11, 39, 67, 95 �� � 7, 16, 6, 15
A. . . A, C. . .C, E. . .E, G. . .G r � 15, 43, 71, 99 �� � 11, 1, 10, 0
A. . .C, C. . .E, E. . .G r � 19, 47, 75 �� � 15, 5, 14
A. . . E, C. . .G r � 23, 51, 79 �� � 0, 9, 18
A. . .G r � 27, 55, 83 �� � 4, 13, 3

Epaktenzyklus " � const.

Ûbereinstimmung der Ostersonntage von r bis 99 mit 00 bis (99ÿ r)

A. . . A, C. . .C, E. . .E, G. . .G r � 00, 28, 56, 84 �� � 0, 9, 18, 8
A. . .C, C. . .E, E. . .G r � 04, 32, 60, 88 �� � 4, 13, 3, 12
A. . . E, C. . .G r � 08, 36, 64, 92 �� � 8, 17, 7, 16
A. . .G r � 12, 40, 68, 96 �� � 12, 2, 11, 1
G. . .A r � 16, 44, 72 �� � 16, 6, 15
G. . . C, E. . .A r � 20, 48, 76 �� � 1, 10, 0
G. . .E, E. . .C, C. . .A r � 24, 52, 80 �� � 5, 14, 4
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die Ketten derJahrhunderte (II. 2), da bei diesen �� � 9 (fÏr �S � 30�
gilt. Man erhÌlt den grundlegenden

Satz 3. Nach 299972 Jahren wiederholen sich die Ostersonntage der
Jahrhundertreste r � 28 bis 99.

d) Der Schalttag der SÌkularjahre � � A; r � 0 macht es mÎglich, mit
aufeinanderfolgendenJahrhundertenGundA (bei gleichemEpaktenzyk-
lus) alleJahrhunderte E und C darzustellen.

Beispiel 9. FÏr s � 21 . . . (29, C, 10) entnimmt man der vorletzten Zeile
der Tabelle 3 r � 20 und�� � 1. Zu (29, G, 9) ist nach Formel (20), bei-
spielsweise fÏr k � 11; s � 3019. Die Ostersonntage der Jahre 2100 bis
2199stimmenmitdenOstersonntagenderJahre301920bis302019Ïberein.

e) Die 28jÌhrige Periode der Sonntagsbuchstaben eignet sich fÏr eine ein-
fache abschnittsweise Darstellung aller Gregorianischen Ostersonntage.
Dazu dienen 570Gruppenvon 28 aufeinanderfolgendenOsterdaten einer
beliebigen Kette der Jahrhunderte (II. 2). Die 28 Jahrhundertreste der
aufeinanderfolgenden Osterdaten liegen in jedem Jahrhundert im glei-
chen Intervall.

Beispiel 10.DieOstersonntage desJahrhunderts s � 20 . . .(29, A, 5) sind
durch aufeinanderfolgende Jahrhundertreste r1 � 70 bis r2 � 97 von
R � 19�� �G) darzustellen.
In der unterenHÌlfte der Tabelle 3 ¢ndet man in der ZeileG. . .A zum

Jahrhundertparameter � � A �s � 20� im Intervall �r1 � 70; r2 � 97�
das Schaltjahr r0 � 72 mit dem Sonntagsbuchstaben BA, dazu
�� � 15. Dem ersten gesuchtenJahrhundert ist somit dasTripel (29, G,
9). . . s � 3019 zugeordnet. FÏr die weiteren Jahrhunderte gilt nach
Tabelle 3 �� � 9, das bedeutet ein Fortschreiten in der Kette der Jahr-
hunderte um �S � 30:

2000 . . . 301972
. . .

2025 . . . 301997

2026 . . . 601970
. . .

2053 . . . 601997

������
2054 . . . 901970

. . .
2081 . . . 901997

������
2082 . . . 1201970

. . .
2099 . . . 1201987

������
IV. Die Gregorianischen Osterdatenketten

1. Die Osterdatenketten des Jahrhundertrestes

Mit dem Schema der abschnittsweisenÛbereinstimmungder Ostersonn-
tage (Tabelle 3) erhÌlt man Einblicke inTeilbereiche der OP. AufschlÏsse
Ïber deren Gesamtstruktur geben die `̀Osterdatenketten''. Es sind dies
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Zusammenfassungen einer grÎÞeren Anzahl ausgewÌhlter Ostersonn-
tage, deren Zeitdi¡erenzenvon der Ordnungsnummer derKettenglieder
abhÌngen.
In jeder Kette der Jahrhunderte (II. 2) kann man 570 Osterdaten mit

r � const. zusammenfassen. Nach (4) und (5) gilt fÏr �S � 19 : �e �
23; a � const. und fÏr �S � 1 : �a � 6. Somit treten alle Paare (e, a)
auf. Im Hinblick auf MOD(J;10000)� 100R� r gilt der grundlegende

Satz 4. Zu jedem Zehntausenderrest derJahreszahlen gibt es in der OP
alle Paare von Epakte und Goldener Zahl.

FÏr die mit r � const. gebildeten Osterdatenketten des Jahrhundert-
restes gilt nach (14) l � const. Es gibt demnach nur sieben verschiedene
Ostersonntagsketten.

Satz 5.Mit nur sieben 570gliedrigen Ostersonntagsketten (zum Jahr-
hundertrest) lassen sich alle Osterdaten der OP darstellen.

Anmerkung.Laut (7) gibt es in jederOstersonntagskette desJahrhundert-
restes genau fÏnf Ostersonntage mit einwÎchigem Abstand.

Um ein vorgegebenes Paar (e, a) in einer der 10000 Osterdatenketten
des Jahrhundertrestes aufzu¢nden, setzt man in der Formel (20)
gemÌÞ (12)

" � MOD�eÿ 11a; 30� �24�
und nach (13)

� � MOD�aÿ r; 19� �25�
Mit J � 100s � r erhÌlt man

J � 3230000 � �eÿ�7k� 13; 25�� � 1360400k� 2232500�

� 600001 r � 3770000a� 2660000

k � 0; 1; 2; . . . 24 mod 5700000

(26)

Durch festeWerte von k; �; rwird zufolge (21), (22) und Satz 4 jede Oster-
datenkette desJahrhundertrestes zur GÌnze erfaÞt.

Beispiel 11. Die Osterdatenkette R � 20; r � 38 beginnt mit dem 25.
April 2038 (Beispiel1b). 28M,4A,11A,18Aund 25Abilden die zugehÎrige
Ostersonntagskette. FÏr den 28. MÌrz etwa ¢ndet man mit (6) und (7)

64 M. Oswalden



e � 17 bis e � 23. Zu denWerten 0 bis 18 von a errechnet man mit der
Formel (26) insgesamt �7� 19 �� 133mal den 28. MÌrz.

Anmerkung. Nun lÌÞt sich leicht die HÌu¢gkeit der Ostersonntage in der OP
nachvollziehen: 19� 25�Anzahl der Epakten�w mit w � 56, 57, 58,
wobei w die HÌu¢gkeit des betre¡enden Sonntags in der 400jÌhrigen
GregorianischenWochentagsperiode angibt [3].

DerTerm v� jvÿ 7j folgt dem Rhythmus der Epakte zum Ostervoll-
mond mit dem grÎÞten Abstand vom Ostersonntag mit der Festzahl v.
Aus der Formel (26) ergibt sich unter BerÏcksichtigung von
�J � 2470000 fÏr �e � ÿ1 und e � 23 fÏr die Festzahl v � 1 laut (6),
(7) und (8)

J�v� � 1235000 � �v� jvÿ 7j � 2n� � 2470000 � INT
� �7k� 13; 25� � 1360400k� 2232500�� 600001r

� 3770000a� 5605000 mod 5700000

(27)

n � 0; 1; 2; . . . zÿ 1; z . . . Anzahl der Epakten nach (6)
k � 0; 1; 2; . . . 24 � � 0; 1; 2; 3 a � 0; 1; 2; . . . 18
v � 28 (18A) . . . n � 0 bis 6 und n � 7; a > 10
v � 35 (25A) . . . n � 0; a < 11 und n � 1
DieJahrhundertreste r zur Festzahl v ¢ndet man mit Hilfe des Sonntags-
buchstabens l. FÏr diesen ist nach (7) und (8)

l � MOD�v� 2; 7� � 1 �28�
Mit

� � 4 �MOD�6�� 4 � �l ÿ 1�; 7� � � . . . � � 0; 6; 17; 23

lauten die gesuchtenJahrhundertreste

r � MOD��; 28� � 28t . . . t � 0; 1; 2; 3 �2� �29�
Zusammenfassung:

Die Formeln (26) und (27) beinhalten jedes Osterdatum der OP
genau einmal.

Laut Formel (26) kannman jedemOsterdatumvier Parameter umkehrbar
eindeutig in der OP zuordnen:

�e;R; r; a� � Osterdatum �Tag;Monat; 0 � Jahreszahl< 5700000�
(30)
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Beispiel 12.
�24; 20; 38; 5� � 25:April 2038

�17; 20; 38; 10� � 28:M�arz 1942038

Anmerkung.Die Zuordnung (30) ermÎglicht eine systematischeAnordnung der
Osterdaten: Man lÌÞt die vier Parameter e;R; r; a alleWerte wie bei einem
ZÌhlwerk durchlaufen. Die 19Werte von a liefern gleiche Ostersonntage.
Nach a � 18wird r auf r � 1 erhÎht usw. Zu e � const. erhÌltman190000
Osterdaten, deren Ostersonntage innerhalb einerWoche liegen.

2. Die Osterdatenketten der Goldenen Zahl

DieUntersuchungderKetten derJahrhunderte (II. 2) imHinblick aufa�
const. fÏhrt zu den1900Ketten derGoldenenZahl. Jedes der 570Glieder
dieser Ketten enthÌlt fÏnf oder sechs Ostersonntage zu Jahrhundertre-
sten mod19. Mit den Ostersonntagen einer einzigen Kette der Goldenen
Zahl lassen sich alle 25 Jahrhunderte mit dem gleichen Parameter � dar-
stellen. (BeimÛbergang von a < 11 zu a� 11 und umgekehrt ist jedoch
zu beachten, daÞ bei e � 25 der 25. April durch den 18. April zu ersetzen
ist und umgekehrt.)

3. Die Osterdatenketten der Epakte

SchlieÞlich erhÌlt man zu e � const. mittels der Ketten derJahrhunderte
(II. 2) die 3000 Osterdatenketten der Epakte. Jedes der �19� 19 �� 361
Glieder enthÌlt wieder fÏnf oder sechs Ostersonntage. Jede Kette setzt
sich aus sieben Ostersonntagsketten zusammen, derenJahresdi¡erenzen
in der gesamten OP fÏr alle Epakten gelten.

4. Die elementaren Osterdatenketten

Besonders hervorzuhebende Bausteine der OP erhÌlt man zu � � const.
mit der Bedingung �e; r� � const. Die so gewonnenen Osterdatenketten
vermitteln den weitlÌu¢gen Zusammenhang zwischen gleichen und
zwischen verschiedenen Ostersonntagen.
Laut Formel (26) gibt es in jeder Kette derJahrhunderte (II. 2) fÏr e �

const. durch die 19 Werte von a jeweils 19 gleiche Ostersonntage. Somit
gilt wegen der 25 Jahrhunderte mit dem gleichen Parameter� der grund-
legende

Satz 6. JederOstersonntagkommtmit jeder seiner Epaktenund jedem
zugehÎrigen Jahrhundertrest genau �19� 25 �� 475mal in der OP
vor.
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Anmerkung.Wegen der Ausnahmeregelung bei der Epakte 25 ist die
Zahl 475 beim18. April durch 200 und beim 25. April durch 275 zu erset-
zen.

Je 475 gleicheOstersonntage bilden also zu den 30Wertenvon e und zu
den 400Wertenvon r insgesamt12000Osterdatenketten als Bausteine der
OP. FÏr diese elementarenOsterdatenketten errechnetmanmit (5) sieben
Werte von �s fÏr benachbarte Glieder in ausschlieÞlicher AbhÌngigkeit
von � �MOD(s; 25) und a (Tabelle 4).

Beispiel 13. Die von J � 2000 ausgehende elementare Osterdatenkette
23. April, e � 24; r � 0; � � A fÏhrt wegen � � 20; a � 5 und
�s � 64 Ïber J � 8400 mit � � 9; a � 2 zu J � 20000 usw.:

2000; 8400; 20000; 26400; 56000; . . . 5666000; 5672400; 5684000

Durch die EinfÏhrung vonAnfangsgliedern bei den elementaren Oster-
datenketten, etwa mit � � 0 und a � 0, erhÌlt man ein einheitliches
Schema der aufeinanderfolgendenJahrhundertdi¡erenzen (Tabelle 5).

Anmerkung.Bei den 56 elementarenOsterdatenketten e � 25; l � C ist
zu beachten, daÞ fÏr a < 11 der 25. April und fÏr a � 11 der 18. April
Ostersonntag ist.

Tabelle 4. Jahrhundertdi¡erenzen zu den elementaren Osterdatenketten

�s � 52, �a � 13 : � � 15, 18, 21, 24, 2, 5, 8, 11, 14 a � 0 bis 5
�s � 64, �a � 16: � � 17, 20, 23, 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 0

a � 3 bis 18
�s � 116, �a � 10: � � 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 0, 3, 6, 9, 12

a � 0 bis 2
� � 3, 6, 9, 12 a � 3 bis 5
� � 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 2, 5, 8, 11, 14

a � 6 bis 8
�s � 180, �a � 7: � � 3, 6, 9 a � 9 bis 11

� � 17, 20, 23 a � 0 bis 2
� � 12, 15, 18, 21, 24, 2, 5, 8, 11, 14 a � 12 bis 18

�s � 244, �a � 4: � � 3, 6, 9 a � 15 bis 18
�s � 296, �a � 17: � � 21, 24, 2, 5, 8, 11, 14 a � 9 bis 11
�s � 360, �a � 14: � � 3, 6, 9 a � 12 bis 14

� � 12, 15, 18 a � 9 bis 11

Tabelle 5. Schema der elementaren Osterdatenketten

1: a � 0;�s � 0, 2: a � 10;�s � 116, 3: a � 7;�s � 180,
4: a � 17;�s � 296, 5: a � 5;�s � 476, 6: a � 2;�s � 540;
. . . 474: a � 18;�s � 56692, 475: a � 15;�s � 56756
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Nach (2) und (3) ist � � 0 gleichwertig mit MOD�R; 25� � 0, dies
wiederum bedeutet laut (21) k � 0. Man erhÌlt also die Anfangsglieder
aus den Formeln (26) und (27) mittels k � 0 und a � 0.

Beispiel 14. Das Anfangsjahr der elementaren Osterdatenkette, die das
zuletzt aufgetretene frÏheste Osterdatum (22. MÌrz 1818) enthÌlt, ist
wegen e � 23; � � 2; r � 18 nach Formel (26) mit k � 0 und a � 0 das
Jahr 1015018. Mit derTabelle 5 ¢ndet man:

J1 � 1015018; J2 � 1026618; J3 � 1033018; . . . J390 � 5690218;

J391 � 5695418; J392 � 1818; J393 � 19818; . . . J475 � 990618

Den bemerkenswertenZusammenhangallerOsterdatenketten erhÌlt man mit-
tels der Anfangsglieder �k � 0; a � 0� aus der Formel (26).

�J � 3230000�e� 2232500��� 600001�r mod 5700000

(31)
So lÌÞt sich etwa zu jedemOsterdatum des 22. MÌrz �e � 23� ein solches
des 25. April �e � 24� mit gleicher Goldener Zahl angeben.
Beispiel 15.Von der elementaren Osterdatenkette des 22. MÌrz im Bei-
spiel 14 gelangt man mittels der Formel (31) zur elementaren Osterdaten-
kette e � 24; � � 0; r � 38 des 25. April (Beispiel 1b) durch Addition
von �J � 5065020. Der umgekehrte Weg fÏhrt Ïber �J � 634980.
Die Ûbereinstimmung der Goldenen Zahlen ergibt sich aus MOD
��J; 19� � 0, grundsÌtzlich aber aus denTabellen 4 und 5.

Ûberaus bemerkenswert ist der Zusammenhang von Ostersonntagen
mit sieben Epakten und einem gegenseitigen Abstand von einer, zwei
oder dreiWochen. FÏr�e � ÿ7;�� � 0;�r � 0 gibt nÌmlich die For-
mel (31)�J � 190000 als einzige Zeitdi¡erenz zwischenOstersonntagen
mit einerWoche Abstand an. Die vollstÌndige Liste der Zeitdi¡erenzen,
geordnet nach den Sonntagsbuchstaben, enthÌlt dieTabelle 6.
Das zusammenfassende Ergebnis beinhaltet der

Satz 7. Die Ostersonntage mit sieben Epakten und mit gleichem
Tagesbuchstaben gehen durch sechs Jahresdi¡erenzen zur GÌnze
auseinander hervor.

Nun lassen sich alle Osterdaten aus einem einzigen herleiten, etwa aus
dem 23. April 2000. Die zugehÎrige elementare Osterdatenkette ¢ndet
man wie im Beispiel 13. Dann ermÎglicht die Formel (31) inVerbindung
mit (6), (8), (28) und (29) die Angabe allerJahresdi¡erenzen.
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Tabelle 6. Der fundamentale Zusammenhang der Ostersonntage mit sieben Epakten
und mit gleichemTagesbuchstaben

A B C D E F G

I 2A 3A 28M 29M 30M 31M 1A
II 9A 10A 4A 5A 6A 7A 8A
III 16A 17A 11A 12A 13A 14A 15A
IV 20A
�J � 190000: I ^ II, II ^ III , III ^ IV
�J � 380000: I ^ III, II ^ IV
�J � 570000: I ^ IV
�J � 5130000: IV^ I
�J � 5320000: III ^ I, IV^ II
�J � 5510000: II ^ I, III ^ II, IV^ III
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