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Sur le Prolongement Covariant d'une Equation
Linëaire par Rapport au Groupe d'Itëration

Von

Z. Moszner
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am15. Oktober 1998

durch das w. M. Ludwig Reich)

Rësumë

On donne une condition nëcëssaire et su¤sante pour qu'une ëquation
fonctionnelle linëaire posse© de le prolongement covariant par rapport au
groupe d'itëration donnë.

AMSSubject Classi¢cation: 39B12, 39B52, 39B62.

�
En proposant la dë¢nition suivante: on dit que l'ëquation

�� p�x�� � a�x���x� � b�x�; �1�
o�u a : X ! K, b : X ! K, p : X ! X (Xun ensemble arbitraie et K un
corps arbitraire) sont les fonctions donnëes et � : X ! K est la fonction
cherchëe, posse© de le prolongement covariant par rapport a© un groupe
d'itëration (the covariant embbeding with respect to an iteration
group) ���t; :�� t2I, o�u I � R ou I � C et �: I �X ! X avec
��1;x� � p�x�, s'ils existent les fonctions � : I �X ! K et � :
I �X ! X telles que pour chaque solution � de (1)

����t;x�� � ��t;x���x� � ��t;x�; �2�
��t � s;x� � ��s;x���t;��s;x��; �3�
��t � s;x� � ��s;x���t;��s;x�� � ��t;��s;x��; �4�

��1;x� � a�x�; ��1;x� � b�x�; ��0;x� � 1; ��0;x� � 0;



L. Reich a posë [3] le proble© me sous quelles suppositions l'ëquation (1)
posse© de ce prolongement?
Rappelons que pour un groupe d'itëration � nous avons

��t;��s;x�� � ��t � s;x� et ��0;x� � x

et que nous comprenons par l'orbite de � chaque ensemble de la forme
f��t;x� : t 2 Ig pour x ¢xë. Ces orbites sont idëntiques ou disjoints.
Remarquons que la fonction � remplissante (3) est nommëe la fonction
de sortie (the input function ^ [4], p. 23) dans la thëorie des automates
abstraits.
On donne dans [1] la solution gënërale de (3) sous la supposition que I

forme un groupe et Kest un semi-groupe avec l'ëlëment neutre et avec la
propriëtë de la rëduction a© gauche. Il y a dans [2] la solution gënërale de (4)
siX forme un intervalle, I � K � R;� est continue et � a la forme spe-
ciale (p.ex.elle est aussi continue).
Donnerons un exemple nëgatif. L'ëquation ��x� � ��x� ne posse© de

pas du prolongement par rapport au groupe d'itëration ��t;x� �
x� f �t�, o�u f (t) est une fonction additive telle que f �1� � 0 et f 6� 0.
En e¡et dans le cas contraire puisque ��x� � c (constante arbitraire) est
une solution de l'ëquation en considëration, donc c � ��t;x�c� ��t;x�
nous donne ��t;x� � 1 et ��t;x� � 0. La condition (2) a dans ce cas
la forme ��x� f �t�� � ��x�, qui n'a pas lieu pour ��x� � x. Cet
exemple montre aussi que (3) et (4) n'impliquent pas de la condition
(2). La meª me ëquation ��x� � ��x� posse© de le prolongement covariant
par rapport au groupe d'itëration ��t;x� � x avec ��t;x� � 1 et
��t;x� � 0.
Le thëore© me suivant donne une rëponse au proble© me plus haut.

Thëore© me. L'ëquation (1) posse© de le prolongement covariant par
rapport au groupe d'itëration � si et seulement s'il n'existe pas d'une
solution de (1) ou bien pour chaque orbite O de �

(a) l'espace vectorielVdes solutions de l'ëquation

�� p�x�� � a�x���x� �5�
sur O a la dimension ëgale a© 1 et pour chaque solution � de (5) on a
��x� � 0 sur O ou ��x� 6� 0 ou

(b) cette dimension est zëro et a�x� � c (stable), c 6� 0, sur O et il existe
une solution k : I ! K de l'ëquation

k�t � g� � k�t�k�g� pour t 2 I et g 2 fs : ��s; u� � ug �6�
pour un u de O, telle que k�1� � c.
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Dëmonstration de `̀seulement si''. Soit O une orbite de � et �1 et �2 les
deux solutions de (5). Si�1 � 0 surO ou�2 � 0 surO, les fonctions�1 et
�2 sont linëairement dëpendantes. Soit � une solution de (1), dans ce cas
�� � i�i � 1; 2� est aussi la meª me, d'o�ud'apre© s (2)

� i���t;x�� � ��t;x�� i�x�: �7�
Il en rësulte que s'il existe un x tel que � i�x� � 0; � i � 0 sur l'orbite O a©
laquelle appartient x. Si �1 6� 0 6� �2 sur O, donc �1�x� 6� 0 6� �2�x�
pour chaquex de O. Nous avons donc d'apre© s (6)

�1���t;x��
�1�x� � �2���t;x��

�2�x� �8�

pour chaquex de O, t de I, alors �1 et �2 sont linëairement dëpendantes
sur O.
S'il existe une solution de (5) qui n'est pas identiquement zëro nous

avons (a).
On sait [1] que

��t;x� � hÿ1�h�x� � t� pour x 2 0; t 2 I;

o�u h : O! I=G (le groupe quotient) est une bijection, G ëtant un sous-
groupe du groupe �I;��. Nous allons dëmontrer que si 1 =2G, l'ëquation
(5) posse© de une solution 6� 0. Considërons dans I/G la relation ëquiva-
lence suivante

A �B, 9 n entier: B � A� n;

un sëlecteur S de la famille �I=G�=�, une fonction f � : S! K nf0g arbi-
traire et une fonction f : I=G! K nf0g ëtant un prolongement de f �
par la relation

f �A� 1� � a�hÿ1�A�� f �A� pour A 2 I=G:

En posantA � h�x� pour x 2 O, nous avons

f �h�x� � 1� � a�x� f �h�x��;
alors

f �h�hÿ1�h�x� � 1��� � a�x� f �h�hÿ1�h�x����;
d'ou©

f �h���1; t��� � a�x� f �h�x��;
alor � � f �h� est une solution de (5) qui n'est pas� 0.
Si (5) posse© de seulement la solution� 0, la dimension deVest zëro et

1 2 G.

Sur le Prolongement Covariant d'une Equation Linëaire 175



Il existe x0 2 O tel que h�x0� � G. Nous avons

��1;x0� � hÿ1�h�x0� � 1� � hÿ1�G � 1� � hÿ1�G� � x0:

Il existe, pour x 2 O, un s(x) tel que ��s�x�;x0� � x, alors

��1;x� � ��1;��s�x�;x0�� � ��1� s�x�;x0�
� ��s�x�;��1;x0�� � ��s�x�;x0� � x:

Remarquons que pour � remplissante (3): ��t;x� � 0 sur I � O ou
��t;x� 6� 0 sur I � O. En e¡et s'il existe �s0;x0� 2 I � O tel que
��s0;x0� � 0, nous avons d'apre© s (3) que��t � s0;x0� � 0 pour chaque
t de I, alors ��u;x0� � 0 pour chaque u de I. Soit x 2 O et s�x� 2 I tel
que ��s�x�;x� � x0, d'ou© d'apre© s (3)

��t � s�x�;x� � ��s�x�;x���t;��s�x�;x��
� ��s�x�;x���t;x0� � 0;

alors ��u;x� � 0 sur I � O.
Il en rësulte, puisque chez nous ��0;x� � 1, que ��t;x� 6� 0 sur

I � O.
Nous avons d'apre© s (3) pour s � 1.

��t � 1;x� � ��1;x���t;��1;x�� � ��1;x���t;x�;
alors

��t � 1;x�=��t;x� � ��1;x� � a�x�:
D'apre© s (3)

��t;x� � ��t;��s�x�;x0�� � ��t � s�x�;x0�=��s�x�;x0�
et

��t � 1;x� � ��t � 1� s�x�;x0�=��s�x�;x0�
et de la©

��t � 1;x�=��t;x� � a�x0�;
d'ou© a�x� � c (constans). Puisque ��t;x� 6� 0, il doit eª tre c 6� 0.
La fonction k�t� � ��t;x0� pour un x0 ¢xë dans O remplit (6) puis-

que pour t 2 I et s tel que ��s;x0� � x0

��t � s;x0� � ��s;x0���t;��s;x0�� � ��s;x0���t;x0�:

Dëmonstration de `̀si''. S'il n'existe pas de la solution de (1), cette ëqua-
tion posse© de ëvidemment le prolongement par rapport a© chaque groupe
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d'itëration. S'il existe une solution �1 de (5) tel que �1�x� 6� 0 sur O,
posons

��t;x� � �1���t;x��
�1�x� :

La fonction � ne dëpend pas du choix de la solution �1 de (5) telle que
�1�x� 6� 0 surO. En e¡et si�2 est une solution de (5) telle que�2�x� 6� 0
surO, nous avons d' apre© s la dëpendance linëaire de�1 et�2 surO que (8)
a lieu.
Remarquons que��0;x� � 1; ��1;x� � a�x� et la fonction� remplit

(3).
Posons

��t;x� � ����t;x�� ÿ ��t;x���x� pour x 2 O et 2 I;

pour une solution � de (1). La fonction � ne dëpend pas du choix de la
solution � de (1). En e¡et si �� est une solution de (1), di¡ërente de � sur
O; �ÿ �� est une solution de (5) qui est di¡ërente de zëro au moins dans
un point de O, donc �3�x� � ��x� ÿ ���x� 6� 0 pour x 2 O et de la©

��t;x� � �����t;x�� � �3���t;x�� ÿ �3���t;x��
�3�x� ����x� ÿ �3�x��

� �����t;x�� ÿ ��t;x����x�:
Remarquons que ��0;x� � 0; ��1;x� � b�x� et (2) a ëvidemment

lieu. De la© (4) est aussi remplie, c.q.f.d.
Si le cas (b) a lieu, alors s'il existe une fonction � remplissante (3),

��0;x� � 1 et ��1;x� � a�x�, il su¤t poser
��t;x� � ����t;x�� ÿ ��t;x���x�

pour la solution � de (1) (elle est unique dans ce cas) pour constater que
(2), (4) et ��0;x� � 0; ��1;x� � b�x� ont lieu.
Pour ¢nir la dëmonstration il su¤t donc montrer qu'il existe une solu-

tion � de (3) remplissante ��0;x� � 1 et ��1;x� � c 6� 0.
Fixons x0 2 O et dësignons par S(x) tel ëlëment de I pour lequel

��S�x�;x0� � x. L'ensemble fS�x�gx2O forme un sëlecteur de l'ensem-
ble I/G et chez nous 1 2 G. Dësignons par �s la fonction de I a© I qui est
stable sur les ensembles de la famille I/G et qui est l'dëntitë sur l'ensemble
fS�x�gx2O. Nous avons donc �s�S�x�� � S�x� et on peut presenter cha-
que ëlëment u de I uniquement sous la forme u � �s�u� � g; o�u g 2 G. La
fonction f �u� � f ��s�u� � g� � k� g�; o�u k remplit (6), est bien dë¢nie
fonction de I a© I qui a la propriëtë

f �u�=f �v� � f �u � g�=f �v� g� pour u; v 2 I et g 2 G: �9�
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La fonction

��t;x� � f �t � S�x��=f �S�x��
remplit (3) et ��1;x� � c. En e¡et nous avons

f �S�x�� � f ��s�S�x�� � 0� � k�0� � 1;

f �1� S�x�� � f ��s�S�x� � 1� � 1� � k�1� � c;

alors ��1;x� � c. De plus

��t � s;x� � f �t � s � S�x��=f �S�x��; ��s;x� � f �s � S�x��=f �S�x��;
��t;��s;x�� � f �t � S���s;x��=f �S���s;x��:

Puisque

��S���s;x�� ÿ �s � S�x��;x0� � ��ÿs ÿ S�x�;��s;x��
� ��ÿS�x�;x� � x0

d'apre© s ��S�x�;x0� � x, alors g :� S���s;x�� ÿ �s � S�x�� 2 G, donc
d'apre© s (9) l'ëquation (3) a lieu.
La dëmonstration du thëore© me est donc ¢nie.
Faisons quelques observations a© propos de la supposition (6).

1) S'il existe un u 2 O tel queG :� fs 2 I : ��s; u� � ug � f0g, chaque
fonction k : I ! K telle que k�0� � 1 et k�1� � c remplit (6) et natur-
ellement la condition k�1� � c.

2) SiK � C la fonction k� g� � c g remplit (6) et naturellement k�1� � c.
La meª me situation a lieu si I � K � R et c > 0.

3) On peut se passer qu'il n'existe pas la fonction k remplissante (6) pour
laquelle k�1� � c. En e¡et soit I � R;X � �0; 1�;K � Q (� le corps
des nombres rationnels), ��t;x� � hÿ1�h�x� � t�; o�u h : X ! I=Q
est une bijection, c � 2. Dans ce cas pour chaque u 2 O � X on a
G � Q. Supposons qu'il existe une fonction k : I ! K remplissante
(6) et telle que k�1� � 2. Nous avons d'apre© s (6):

2 � k�1� � k
1
2
� 1
2

� �
� k

1
2

� �� �2
;

donc une cotradiction, puisque k 1
2

ÿ �
doit eª tre rationnel.

Si dans cet exempleK � R et c � ÿ1, nous avons aussi une contra-
diction.

4) Si 1 2 G (cette condition a lieu dans le cas (b) du thëore© me ^ voir
la dëmonstration de ce thëore© me), la supposition (6) avec k�1� � c
est ëquivalente a© l'existence d'une solution k� : G! K de (6) pour
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t, g 2 G, remplissante k��1� � c. En e¡et la fonction f �u� �
f ��s�u� � g� � k�� g� pour u 2 I ou© �s�u� est la meª me que dans la
dëmonstration du thëore© me, remplit (6) et si nous supposons de plus
que�s�0� � 0, aussi f �1� � c.

Remarquons que cela est-ce que (1) posse© de un prolongement par
rapport a© � ne dëpend que des orbites de � et pour les orbites O, sur
lesquelles (5) a seulement la solution� 0, cela de© pend de plus seulement
des sous-groupes G�x� � ft 2 I : ��t;x� � xg pour un x de O (G (x)
est le meª me pour chaquex dans O).
Remarquons que si

8x9�1; �2 --- les solutions de �1� : �1�x� 6� �2�x�; �10�
dans ce cas (2) entraiª ne (3) et (4). En e¡et nous avons d'apre© s (2)

��t � s;x���x� � ��t � s;x� � ����t � s;x�� ÿ ����t;��s;x���
� ��t;��s;x������s;x�� � ��t;��s;x��
� ��t;��s;x�����s;x���x� � ��s;x�� � ��t;��s;x��
� ��s;x���t;��s;x����x� � ��s;x���t;��s;x�� � ��t;��s;x��;

d'ou©

���t � s;x� ÿ ��s;x���t;��s;x�����x�
� ���t � s;x� ÿ ��s;x���t;��s;x�� ÿ ��t;��s;x��� � 1 � 0:

Si nous posons ici, pour x ¢xë, au lieu de � les fonctions �1 et �2,
remplissantes (10), nous recevons le syste© me de deux ëquations linëaires
homoge© nes avec la matrice de la forme

�1�x�; 1
�2�x�; 1
� �

et avec les `̀ inconnues'' dans les paranthëses [ ]. Puisque le dëterminant de
ce syste© me est ëgal a© �1�x� ÿ �2�x� 6� 0, donc les `̀ inconnues'' doivent
eª tre ëgaux a© zëro, c.q.f.d.
La condition (10) est ëvidemment ëquivalente a© la suivante: ^ il existe

une solution de (1) et pour chaquex il existe une solution� de (5) telle que
��x� 6� 0.
L. Reich a posë dans [3] aussi la question quand

��x� � ÿ lim
t!1

��t;x�
��t;x� ? �11�

Nous allons faire quelques remarques a© cette question.
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Si x appartient a© l'orbite O de � pour laquelle le cas (b) du thëore© me a
lieu, alors p�x� � ��1;x� � x; a�x� � c, donc l'ëquation (1) a la forme

��x� � c��x� � b�x�: �12�
Puisque dans ce cas l'ëquation��x� � c��x� doit avoir seulement la solu-
tion� 0, on a c 6� 1, d'ou©

f �x� � b�x�
1ÿ c

est une solution unique de (12) sur O.
Dans le cas (a) du thëore© me pour l'orbiteO chaque solution de (1) surO

doit eª tre de la forme d�1�x�; o�u�1�x� 6� 0 est une solution ¢xëe de (5) et
d est une constante, chaque solution de (1) sur O est donc ëgale a©
��x� � d�1�x�; o�u��x� est une solution ¢xëe de (1). Puisque la limite
dans (11) est dëterminëe uniquement, seulement une solution de (1) peut
eª tre de la forme (11). De plus dans le cas (a)

��t;x� � �1���t;x��
�1�x� ; �13�

o�u�1�x� 6� 0 est une solution de (5), (11) est ëquivalente a© la condition

lim
t!1

����t;x��
��t;x� : �14�

SiG :� fu 2 I : ��u;x� � xg 6� f0g, il existe dansGune suite un !1.
Il en rësulte que

����un;x��
��un;x� �

��x� � �1�x�
�1�x� � ��x�;

donc d'apre© s (14) on a ��x� � 0. Cela est possible seulement si b�x� � 0
surO. Si b�x� 6� 0 surO etG 6� f0g la relation (11) ne peut avoir lieu pour
aucune solution de (1).
En autres termes dans le cas (a) et si b�x� 6� 0 surO, la relation (11) peut

avoir lieu seulement si G � f0g; c: �a d. si ��:;x� est injective pour cha-
quex de O.
On peut modi¢er le proble© me premier de L. Reich en exigeant seule-

ment qu'ils existent pour chaque solution � de (1) les fonctions � et �
telles que (2), (3) et (4) ont lieu. Les fonctions � et � peuvent dëpendre
de � dans ce cas. Nous dëmontrerons que ce proble© me est ëquivalent au
proble© me premier de L. Reich. Il rësulte de la dëmonstration du thëore© me
que la condition nëcëssaire et su¤sante pour l'existence de ces fonctions
� et � est dans ce cas suivante: il n'existe pas une solution de (1) ou bien
pour chaque orbite O de � dans le cas s'il existe une solution de (5) pas
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identiquement zëro sur O, elle doit eª tre 6� 0 pour chaque point de O et
dans le cas contraire a�x� � c 6� 0 sur O et il existe une fonction
k : I ! K remplissante (6) et k�1� � c. Pour ¢nir la dëmonstration de
l'ëquivalence de ces deux proble© mes il su¤t donc montrer que

(I)

(
la condition: s'il existe une solution 6� 0 de (5) sur O,elle doit eª tre
6� 0 sur O, implique que la famille des solutions de (5) sur O doit
avoir la dimension au plus ëgale a© 1.

Cette implication a naturellement lieu si (5) posse© de sur O seulement la
solution� 0. Supposons donc dans la suite qu'il existe une solution 6� 0
de (5) sur O. Dësignons �:� fpn�x� : n 2 Eg, ou© pn�x� est l'itëration
d'ordre `̀n'' de p�x� et E � f0; 1; . . .g. Puisque pn�x� � ��n;x�, nous
avons ��x� � O�x� :� f��t;x� : t 2 Ig. Soit �1 une solution 6� 0 de
(5) sur O. Nous avons par l'itëration de (5) sur ��x� � O:

�1� pn�x�� � �a�n;x��1�x�;
avec une fonction �a : E�X ! K, d'ou© en ¢xant x nous constatons que
la famille des solutions de (5) sur��x� a la dimension ëgale a© 1. Fixons x0
dans O et posons

A :�
[
x2O
f��x� : ��x0� � ��x�g:

La famille des solutions de (5) sur O a la dimension ëgale a© 1 sur A. Si
A � O nous pouvons ¢nir la dëmonstration. Supposons donc que
A 6� O et remarquons que z 2 A) p�z� 2 A et p�z� 2 A) z 2 A.
L'implication premie© re est ëvidente d'apre© s la dë¢nition de ��x�. Si
p�z� 2 A, il existe un y 2 O tel que p�z� 2 �� y� � ��x0�, alors il existe
un k tel que p�z� � pk� y�. Si k � 0, c. a© d :p�z� � y, nous avons z 2
����ÿ1; z�� � ��y� � ��x0�, donc z 2 A. Si k > 0, z 2 ��z� �
��y� � A, alors aussi z 2 A. Il rësulte des implications dëmontrëes
que les implications analogues pour l'ensemble O nA au lieu deA sont
aussi vraies. Si �1 est une solution 6� 0 de (5) sur O, la fonction

�2�x� � �1�x� sur A;
0 sur O nA

�
est aussi une solution de (5), donc une contradiction avec la supposition
faite.
Il rësulte de nos considërations le

Corollaire. On peut ëliminer dans la partie (a) du thëore© me la condition
que l'espaceV a la dimension 1.
Remarquons en¢n que l'implication invërse a© l'implication (I ) n'est

pas vraie. En e¡et prenons X � K � I � R, p�x� � x� 1,
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��t;x� � t � x, a�x� � 1 pour x 2 Z :� f. . . ;ÿ2;ÿ1; 0; 1; 2; . . .g et
en outre a�x� � 0. La solution gënërale de (5) a dans ce cas la forme:
��x� � c (constans arbitraire dans R ) pour x 2 Z et ��x� � 0 en outre,
alors l'espaceVde ces solutions a la dimension ëgale a© 1, mais il existe sur
O�R une solution de (5) qui est 6� 0 et n'est pas 6� 0 sur O. Cet exemple
montre qu'on ne peut pas ëliminer dans la partie (a) du thëore© me de la
condition: pour chaque solution � de (5) on a ��x� � 0 sur O ou
��x� 6� 0 surO. De plus il n'existe pour l'ëquation (5) dans l'exemple plus
haut aucun groupe d'itëration � pour lequel cette ëquation posse© de un
prolongement covariant. Supposons a© rebours. Puisque��1;x� � x� 1
il doit exister une orbiteO de� pour laquelleZ � O. Nous avonsO � Z
puisque dans le cas contraire nous avons une contradiction avec la partie
deuxie© me du point (a) du thëore© me. Il doit donc exister une bijection '
de Z sur R/G, pour un sous-groupe G du groupe (R,� ), pour
laquelle ��t; n� � 'ÿ1�'�n� � t� pour n 2 Z, t 2 R, d'ou© n� 1 �
'ÿ1�'�n� � 1�, alors '�n� 1� � '�n� � 1 pour n 2 Z, donc
'�n� 1� � '�n� � �1�; o�u �m� dësigne l'ëlëment de R/G auquel
appartient m. Il en rësulte que '�n� m� � '�n� � �m�. En dësignant
 �n� :� '�n� ÿ '�0� nous constatons que aussi  �n� m� �  �n� � �m�
et  �0� � G, d'ou©  �m� �  �0� � �m� � G � �m� � �m�. Si f �x� �
 ÿ1�C� pour x 2 C 2 R=G, nous avons pour x 2 C1 2 R=G
y 2 C2 2 R=G

f �x� y� �  ÿ1�C1 � C2� �  ÿ1�C1� �  ÿ1�C2� � f �x� � f � y�;
alors la fonction f : R! Z est additive. Puisque elle n'est pas stable, nous
avons une cotradiction (il doit eª tre f �w� � f �1�w pour w rationnel !).
On peut poser aussi le proble© me suivant: sous quelles suppositions il

existe un groupe d'itëration � par rapport auquel l'ëquation (1) posse© de
un prolongement covariant?
J'ai signalë ces rësultats pendant 36�eme International Symposium on

Functional Equations (Brno 1998).
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[1] Moszner, Z.: Structure de l'automate plein, rëduit et inversible.AequationesMath.9:
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