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Eine Bemerkung zumBegri¡ des
Standardmodells fÏr den
Peanoformalismus�

Von

C. C. Christian
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am15. Oktober 1998

durch das w. M. Curt C. Christian)

Wir erlÌutern zunÌchst den Begri¡ der schwachen metamathemati-
schen Induktion und dann den der starken metamathematischen
Induktion.
Sei A(x) eine Formel des Peanoformalismus ZP bzw. einer Erweite-

rungZ�P desselben, seiM einNormalmodell fÏrZP (bei dem das Gleich-
heitssymbol als mengentheoretische Gleichheit interpretiert ist), so
wollen wir eine Menge P definiert durch P � fu 2 jMkAhM; v x=ui � 1g
eine ,,ZP-Formel basierte`̀ Menge nennen.
Die mitA(x) gebildete Z�P -Formel

A�0� ^
^
x

�A�x� ! A�S�x��� !
^
x

A�x�

ist ein formales ZP-Axiomenschema derMathematischen Induktion, das
voraussetzungsgemÌÞ ^ (Modnorm�M;Z�P �� ^ in M gÏltig ist. Die

�Aus Anlaû des 150. Todestages von Bernard Bolzano.



Auswertung ergibt:

A hM; v x=0Mi � 1 ^ �
^

u2jMj
A hM; v x=ui � 1! A hM;v x=SM�u�i � 1 � _!

_!
^
u2jMj

A hM;v x=ui � 1

und daraus: 0M 2 P ^V u2jMj � u 2 P! SM�u� 2 P �!V u2jMj u 2 P.
Wenn P eine ,,ZP-Frm basierte`̀ Menge ist, sprechen wir von einem

schwachen metamathematischen Induktionsprinzip.

Modnorm�M;Z�P � !
^

P2ZPÿFrm Bas

: 0M 2 P ^
^

u2jMj
� u 2 P!

! SM�u� 2 P � !
^

u2jMj
u 2 P :

Wir de¢nieren nun den Begri¡ der starken metamathematischen Induk-
tivitÌt.
Intpr Str �M;Z�P � _! Stark Indukt �M� $ V

P2ZPÿFrm Bas � 0M 2 P^V
u2jMj �u 2 P! SM�u� 2 P � ! V

u2jMj u 2 P.

Der Begri¡ des Standardmodells ist de¢niert als Stark Induktives
Normalmodell.
StandMod �M;Z�P � :$ Modnorm�M;Z�P �^ Stark Ind (M ).

Anmerkung:

Wegen�a � b�hM; vi � 1$ ��: �a hM; vi; b hM; vi� � 1

$ a hM; vi �: b hM; vi

$ a
0 S xi

0M SM ui

� �
�: b

0 S xi

0M SM ui

� �
ist AhM;vi �1 Ìquivalent einer Formel, die aus der objektsprachlichen

FormelAdurch Ersatz derJunktoren durchMetajunktoren,
der Quantoren durch jMj-relativierte Metaquantoren, der
Symbole 0 und S und� durch die M-Interpretation 0M
und SM und�: hervorgeht.

SchlieÞlich de¢nieren wir als Finite AccessibilitÌt:

StandMod�N;ZP� �!IntprStr�M;Z�P � _!FinAccess�M� :
$

^
u2jMj

_
k2jNj

u � S �k�M �0M�
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Die rechte Seite der Øquivalenz drÏckt die Erreichbarkeit jedes Ele-
mentes von jMj vom 0M -Element durch eine endliche Anzahl von SM -
Anwendungen aus.
Die Bedeutung des Standardmodells liegt im folgenden:

Betrachtet man etwa den 1. UnvollstÌndigkeitssatz in der Rosserschen
Form, so kann er wegen

V
:T 2Theorie I CstT $

W
MModnorm�M;T�:

so angeschriebenwerden:_
M

Modnorm�M;ZP� !6 jZP
Ro4^ 6 jZP

:Ro4

(Ro4 bedeutet die diagonalisierte Rosserformel; GÎ4 bedeutet im fol-
genden die diagonalisierte GÎdelformel)
Durch ein (Normal) Modell sind lediglich schwache Metamathema-

tische Induktionen verbÏrgt; beim Beweis des obigen UnvollstÌndig-
keitssatzes wird aber das durch starke Metamathematische Induktion
bewiesene ReprÌsentationstheorem rekursiver Relationen verwendet.
Ebenso werden zahlreiche andere einfache SÌtze wie^

k;m2jnj
jZP

�k� �m � k�n m mit �k � S �k��0�; S �0 n��0� � 0

SSn�k��0� � SS �k��0�
durch starke Metamathematische Induktion bewiesen.
Die Hypothese

W
M Modnorm�M;ZP� bzw. Cst(ZP) im obigen 1.

UnvollstÌndigkeitssatz ist daher zu schwach.
Wie im folgenden gezeigt, impliziert die Zugrundelegung eines Stan-

dardmodells fÏr ZP die !-Consistenz und damit die Consistenz von ZP,
die durch starke Metamathematische Induktion bewiesenen involvierten
HilfssÌtze sowie schlieÞlich den 1. UnvollstÌndigkeitssatz in derVersion_

N

StandMod�N;ZP� _! 6 jZP
Ro4^ 6 jZP

:Ro4

^ 6 jZP
G�o4^ 6 jZP

:G�o4

GÎdel hatte ^ dies scheint auch dieAnsicht Fefermans zu sein ^ keinen
Grund zur Unbefriedigtheit darÏber, daÞ fÏr den 2. Teil seines Unvoll-
stÌndigkeitssatzes die !-Consistenz in Anspruch genommen werden
muÞte.
Die ÌlterenmathematischenGrundlagenforscher Bolzano,Kronecker,

Dedekind, Peano waren sich der Bedeutung der natÏrlichen Zahlen als
Grundlage fÏr alle anderen Entwicklungen der Zahlensysteme bewuÞt.
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(Kronecker:Die natÏrlichenZahlen hatGott vorgegeben, alles andere ist
Menschenwerk.)

Le1
StandMod�n;ZP� �!

�!Modnorm�M;Z�P � _! StarkInd�M� $ FinAccess�M�
1.) StandMod �N;ZP� ^Modnorm�M;Z�P � ^ Stark Ind�M� !
!�� 0M 2 jMj ^ 0M � S �0N�

M �0M� ^ 0N 2 jNj
!Part 0M 2 jMj ^

_
k2jNj

0M � S �k�M �0M�

!�� k 2 jNj ^ u � S �k�M �0M� ! SN : jNj ! jNj
! k 2 jNj !�SN�k� 2 jNj
! SN�k� 2 jNj ^ SM�u� � SMS

�k�
M �0M�

� S �SNk�
M �0M�

!Part
_
k2jNj

SM�u� � S �k�M �0M�

!
^
k

:

!
_

k2jNj
u � S �k�M �0M� !

_
k2jNj

SM�u� � S �k�M �0M�

!
^
u2jMj

_
k2jNj

u � S �k�M �0M� !
_
k2jNj

SM�u� � S �k�M �0M�:

!�;� StarkInd�M� !�
^
u2jMj

_
k2jNj

u � S �k�M �0M�

StandMod�n;ZP� �!Modnorm�M;Z�P � _!StarkInd�M�
!

^
u2jMj

^
k2jNj

u � S �k�M �0M� ! FinAccess�M�

�fu 2 jMjj
_
k2jNj

u � S �k�M �0M�g =2Z�P ÿ FrmBas;_
y

x � S � y��0� =2ZP ÿ Frm�
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2.) StandMod �N;ZP� _̂ Modnorm�M;Z�P � ^ FinAccess�M� _!
_!:StarkInd�M� !

_
P =2ZPFrm Bas

� 0M 2 P ^
^

u2jMj
� u 2 P

! SM�u� 2 P � ^
_
u2jMj

u =2P

!�� 0N 2 jNj ^ S �0N�
M �0M� � 0M 2 P

^ S �0N�
M �0M� 2 P

!��
^
u

�u 2 jMj ! u 2 P! SM�u� 2 P:

!
^

k2jNj
� S �k�M �0M� 2 jMj !�S �k�M �0M� 2 P

! SMS
�k�
M �0M� 2 P:

!
^
k2jNj

� S �k�M �0M� 2 P! S �SNk�
M �0M� 2 P:

!�;� StarkInd�N��^
k2jNj

S �k�M �0M� 2 P

!x
_
u

� u 2 jMj ^ u =2P ^ FinAccess�M�:

!Hy3
_
u

�
_

k2jNj
u � S �k�M �0M� ^ u =2P:

!
_
k2jNj

S �k�M �0M�=2P;:
^
k2jNj

S �k�M �0M� 2 P; �; � � ?

! StarkInd�M�
1,2)] StandMod �N; ZP� �!Modnorm�M;Z�P � _! StarkInd�M� $Fin
Access (M )

Le2
StandMod�N;ZP� _!StandMod�N1;Z

�
P ��N;Z�P � _!h : fhu; yij_

k2jNj
u � S �k�N 1

�0N 1� ^ y � S �k�N 2
�0N 2��g ! N1�iso

h
N2
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Pr�a 1� StandMod�N;ZP� _!StandMod�Ni;Z
�
P � ! FinAccess�Ni�

! jNij � fuj
_
k2jNj

u � S �k�Ni
�0Ni�g

Pr�a 2� StandMod�N;ZP� ^ StandMod�Ni;Z
�
P � !

^
k; l2jNj

� S �k�N �0Ni�

� S �l�N �0Ni� ! k � l:

Hy1ÿ4!
1:�
Func h

!hu; y1ihu; y2i2 h!
_
k2jNj
�u � S �k�N 1

�0N 1� ^ y1� S �k�N 2
�0N 2��^

^
_
l2jNj
� u � S �l�N 1

�0N 1� ^ y2 � S �l�N 2
�0N 2�:

! S �k�N 1
�0N 1� � u � S �l�N 1

�0N 1�
!Pr�a 2� k � l

! y1 � S �k�N 2
�0N 2� � S �l�N 2

�0N 2� � y2

! y1 � y2

!2:� Un1 �h�
hu1; yihu2; yi 2 h!

_
k2jnj
� u1 � S �k�N 1

�0N 1� ^ y � S �k�N 2
�0N 2� � ^

^
_
l2jNj
� u2 � S �l�N 1

�0N 1� ^ y � S �l�N 2
�0N 2�:

! S �k�N 2
�0N 2� � y � S �l�N 2

�0N 2�
!Pr�a 2� k � l

! u1 � S �k�N 1
�0N 1� � S �l�N 1

�0N 1� � u2

! u1 � u2
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Hy1ÿ4!
3:�
db�h� � jN1j

u 2 db�h� $
_
y

hu; yi 2 h

$
_
y

_
k2jNj

� u � S �k�N 1
�0N 1� ^ y � S �k�N 2

�0N 2�:

$
_

k2jNj
u � S �k�N 1

�0N 1��^
_
y

y � S �k�N 2
�0N 2��

$Pr�a 1 u 2 jN1j
db�h� � jN1j

!4:� wb h � jN2j Pr�a1� StandMod �N;ZP��N2;Z
�
P � _!

_!
^
y

� y 2 jN2j $
_

k2jNj
y � S �k�N 2

�0N 2�:

y 2 wb h$
_
u

hu; yi 2 h

$Def h
_
u

_
k2jNj

� u � S �k�N 1
�0N 1� ^ y � S �k�N 2

�0N 2�:

$
_

k2jNj

_
u

u � S �k�N 1
�0N 1�^

" #
y � S �k�N 2

�0N 2�

$Pr�a 1� y 2 jN2j
wb h � jN2j

!1ÿ4 jN1j �bij
h
jN2j

!5:� h�0N 1� � 0N 2

h�0N 1� � 0N 2 $ 0N 1 2 jN1j � dbh ^ h�0N 1� � 0N 2

$ h0N 1 ; 0N 2i 2 h

$Def h
_
k2jNj
k
0N

�0N 1 � S �k�N 1
�0N 1� ^ 0N 2 � S �k�N 2

�0N 2�:

26664
37775
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Hy1ÿ4!
6:� ^

u2jN 1j
hSN 1�u� � SN 2�hu�

�� Pr�a k 2 jnj ! hS �k�N 1
�0N 1�; S �k�N 2

�0N 2�i 2 h

$
_
l2jNj
k
k

�S �k�N 1
�0N 1� � S �l�N 1

�0N 1� ^ S �k�N 2
�0N 2� � S �l�N 2

�0N 2�:

2664
3775

^
k2jNj

hs �k�N 1
�0N 1� � S �k�N 2

�0N 2� � S �k�N 2
�h 0N 1�

��
û

k2jNj

� u 2 jN1j ^ u � S �k�N 1
�0N 1� ! hSN 1�u� � hSN 1�S �k�N 1

�0N 1��

� hS �k�N 1�
N 1

�0N 1�
��� S �k�N 1�

N 2
�0N 2�

� SN 2S
�k�
N 2
�0N 2�

��� SN 2hS
�k�
N 1
�0N 1�^

u

� u 2 jN1j ^
_
k2jNj

u � S �k�N 1
�0N 1� ! hSN 1�u� � SN 2�hu�:^

u

� u 2 jN 1j�^ FinAccess �N1�� ! hSN 1�u� � SN 2�hu�:

StandMod�N1;Z
�
P �

Hy1ÿ4!
7:� ^

u; y2jn 1j
h�u �N1 y� � hu �N2hy Starke MMInd l y;N1 2

Stark Induktiv

!1:� j
Z�P

x� 0 � x x� Sy � S�x� y� StandMod �N1;Z
�
P �

StandMod �N2;Z
�
P �
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^
u2jN 1j

u �N 1 0N 1 � u
^

u 2jN 1 j
y2jN 2 j

u �N 1 SN 1 y � SN 1�u �N 1 y��

^
u2jN 2j

u �N 2 0N 2 � u u �N 2 SN 2 y � SN 2�u �N 2 y���^
u2jN 1j

u �N 1 0N 1 � u P :�f y 2jN1jj
^

u2jN 1j
h�u �N 1 y�� hu �N 2 hyg

h�u �N 1 0N 1� � hu

� hu �N 2 0N 2^
u2jN 1j

�u �N 1 0N 1� � hu �N 2 h0N 1 ^ 0N 1 2 jN1j

0N 1 2 P

!2:�
^

y2jN 1j
�
^

u2jN 1j
h�u � N1 y� � hu �N 2 hy!

^
u2jN 1j

h�u �N 1 SN 1 y�

�� hSN 1�u �N 1 y�
�6:� SN 2h�u �N 1 y�
�IA SN 2�hu �N 2 hy�
��� hu �N 2 SN 2hy

�6:� hu �N 2 hSN 1 y:^
y2jN 1j

�
^

u2jN 1j
h�u �N 1 y� � hu �N 2 hy!

^
u2jN 1j

h�u �N 1 SN 1 y�

� hu �N 2 hSN 1 y:^
y2jN 1j

� y 2 P! SN 1 y 2 P:

!1:;2:� Stark Indukt�N1� ! �
^

y2jN 1j
y 2 P

!
^

y; u2jN 1j
h�u �N 1 y� � hu �N 2 hy
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Hy1ÿ4!
8:� ^

u; y2jN 1j
h�u �N 1 y� � hu �N 2 hy Starke MMInd l y

j
Z�P

x � 0 � 0 StandMod �N1;Z
�
P ��N2;Z

�
P �^

u2jN 1j
u �N 1 0N 1 � 0N 1

u �N 2 0N 2 � 0N 1

j
Z�P

x � Sy � x � y� x^
u; y2jN 1j

u �N 1 SN 1 y � uN 1 y�N 1 u

u �N 2 SN 2 y � u �N 2 y�N 2 u

!��
^

u2jN 1j
u �N 1 0N 1 � 0N 1

h�u �N 1 0N 1� � h0N 1 �
5:�
0N 2 � hu �N 2 0N 2 � hu �N 2 h 0N 1

h�u �N 1 0N 1� � hu �N 2 h0N 1

!��
^

u; y2jN 1j
h�u �N 1 y��hu �N 2 hy! u �N 1 SN 1 y � �u �N 1 y� �N 1 u

!h�u �N 1 SN 1 y�� h�u �N 1 y�N 1 u�

�7:� h�u �N 1 y� �N 2 hu

�IA�hu �N 2 hy� �N 2 hu

� hu �N 2 SN 2h� y�
� hu �N 2 hSN 1� y�^

u2jN 1j

^
y2jN 1j

h�u �N 1 y� � hu �N 2 hy! h�u �N 1 SN 1 y� � hu �N 2 hSN 1 y

�� �
^

u; y2jN 1j
h�u �N 1 y� � hu �N 2 hy
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Hy1ÿ4 !
1ÿ8

N1 �isoN2_
N

StandMod �N;ZP� !
^

N 1;N 2

�StandMod �N1;Z
�
P ��N2;Z

�
P �

! N1 �isoN2:_
N

StandMod�N;Z�P � !_
N

StandMod�N;Z�P � !
_
N

StandMod�N;Z�P � ^
^

N 1;N 2

� � � �

!
_1
N

StandMod�N;Z�P � bis auf Iso

Le3 StandMod �N;ZP� _!
_
M

StandMod �M;Z�P � ! ! Cst�Z�P �

StandMod �N;ZP� ^ StandMod�M;Z�P � ^ :!Cst�Z�P � !
!��

^
k2jNj
�S �k��0��hM; vi � S �k�M �0M� Starke MM Ind lk

a� 0N 2 jNj ^ �S�0N��0��hM; vi � 0 hM; vi � 0M � S �0N�
M �0M�

b�
^
k2jNj
�S �k��0��hM; vi � S �k�M �0M� !

! ��S �SNk��0��hM;vi � �SS �k��0��hM; vi
� SM�S �k��0��hM; vi

� SMS
�k�
M �0M�

! ��S �SNk��0��hM; vi � S �SNk�
M �0M�

a; b�
^
k2jNj
�S �k��0��hM; vi � S �k�M �0M�
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StandMod �N;ZP� ^ StandMod �M;Z�P � ^ :!Cst�Z�P � !
!��

_
A2FrmZ�

P

^
k2jNj

j
Z�P

A
x
k
^ j

Z�P
:
^
x

A

j
Z�P

Ax
S �k��0� ^ jZ�P

:
^
x

A ^Modnorm�M;Z�P �^
k2jNj
�Ax

S �k��0�� hM; vi � 1 ^ �:
^
x

A�hM;vi � 1^
k2jNj

A hM; v x=S �k��0�� hM;vii � 1 ^ :: �
^
r2jMj

A hM;v x=ui � 1�

�� !�
^
k2jNj

A hM;v x=S �k�M �0M�i
� 1

_
A2FrmZ�

P

^
u

� u 2 jMj !Le1
_
k2jNj

u � S �k�M �0M� ^A hM;v x=S �k�M �0M�i

� 1 � ^ :: � �
!

^
u2jMj

A hM;v x=ui � 1 ^ :: �
^
u2jMj

A hM;v x=ui � 1�;?

StandMod �N;Z�P �^ StandMod �M;Z�P � ! ! Cst �Z�P �
StandMod �N;Z�P � _!WM StandMod �M;Z�P � ! ! Cst �Z�P �
Tollendo tollens erhÌlt man das Corrollar 3�:

StandMod�N;Z�P � _!! Incst�Z�P � ! :
_
M

StandMod�M;Z�P �

! :
_
M

�Modnorm�M;Z�P �^

^ Stark Ind�M�:
Klarerweise gilt: StandMod �N;Z�P � _!! Cst�Z�P � ! Cst�Z�P �
StandMod �N;Z�P � _!! Cst �Z�P �

!
^
k2jnj
j
Z�P

�k � �k!
24 35 6 j

Z�P
:
^
x

x � x

_!! Cst �Z�P � ! Cst �Z�P �V
k2jNj jZ�P

�k � �kwird durch starkemetamathematische Induktion nach
k bewiesen. �fk 2 jNjj j

Z�P
S �k��0� � S �k��0�g ist nicht Z�P -Formel

basiert.)
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ZP fÏr Z�P ergibt:_
N

StandMod �N;ZP�ÿ!�
Le3
�!Cst ZP !� Cst ZP

DiesesResultat steht imEinklangmitdem aus dem2.UnvollstÌndigkeits-
satz folgenden Ergebnis, daÞ die Consistenz von ZP nur mit hÎheren
Mitteln als in ZP selbst formal verfÏgbar bewiesen werden kann.

Le4 StandMod �N;ZP� jML ! Cst Z�P !
_
M

StandMod �M;Z�P �

StandMod �N;ZP� jML

jML! Cst Z�P^
^
m

�Modnorm�M;Z�P � ! :Stark Ind�M�:!

!MkNModnorm�N;Z�P �!:Stark Ind�N�^
Hy
Stark Ind�N�;?

! :Modnorm�N;Z�P �
Pr�a jML! Cst Z�P !

tolltoll
Modnorm�N;Z�P �
!
_
M

�Modnorm�M;Z�P � ^ StarkInd�M�:^
N

�

Pr�a jML! Cst Z�P !
_
N

Mod norm�N;Z�P � !
" #_

M

Stand Mod�M;Z�P �

Cst Z�P

Stand Mod �N;ZP� jML
B

! Cst Z�P !
W

M StandMod�M;Z�P �

StandMod �N;ZP� jML ! Cst Z�P !
W

M StandMod�M;Z�P �
DaGenVarB \FrVarStandMod �N;ZP� 6� �, ist implikativeÛberstellung von
StandMod (N;ZP) gemÌÞ Metadeduktionstheorem nicht mÎglich.
AbschlieÞend mÎgen 3 Erweiterungen von ZP hinsichtlich ihres Mo-

dellcharakters untersucht werden:

ZP�c; fc 6� �kj k 2 jNjg�;ZP�:G4�;L�LZP ; fA 2 ZPjVal�A;N�g�
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StandMod (N;ZP� !

!1:� Z�cP :� ZP�c ; fc 6� �kjk 2 jNjg�

Z
�c
P ist also jene Erweiterung, die ausZP durchHinzunahme einer neuen

Konstante c und der Eigenaxiomenmenge fc 6� �kjk 2 jNjg hervorgeht;
�� wegen Vk2jNj jZ�cP

c 6� �k und j
Z�cP

c � c;
W

x c � x;:Vx c 6� x gilt:

! Incst �Z�cP �, wegen Le3� :
V

M�Modnorm�M;Z�cP � ! : StandMod
�M;Z�cP �:^

M

�Modnorm�M;Z�cP � ! ModnormnStandMod�M;Z�cP �:

! Non StandMod �M;Z�cP �:

� ) Wir zeigen:
W

M Modnorm�M;Z�cP �
: Cst Z

�c
P !

_
k i 1 ;...;k i n2jNj

c 6� ki 1 ^ . . . ^ c 6� ki n jZP�c� ?

! j
ZP�c� c � ki 1 _ . . . _ c � ki n

! j
ZP

x � ki 1 _ . . . _ x � ki n

! j
ZP

Smax�ki 1 ; . . . ; ki n�
� ki 1 _ . . . _ Smax�ki 1 ; . . . ; ki n� � ki n

! j
ZP
? _ . . ._ ?

! : Cst ZP ^Hy � Cst ZP;?
Cst Z

�c
P ;
_
M

Modnorm�M;Z�cP �

�; � �WM NonStandMod �M;Z�cP � ^
V

M �Modnorm�M;Zc
P� ! Non-

StandMod �M;Z�cP �:

!� NonStandMod�M;Z�cP � ! M � :� hjMj; �Mfhc; cigi
! Modnorm�M �;ZP�
mit 0M � � 0M ; SM � � SM; jM �j � jMj
so da� cM 2 jM �j; cM �nicht definiert

116 C. C. Christian



StandMod �N;ZP� !
! NonStandMod�M;Z�cP � !
! StarkInd�M �� !Le 1

^
u2jM �j

_
k2jNj

u � S �k�M ��0M ��

!Spez cM 2 jM �j � jMj !�
_
k2jNj

cM � S �k�M ��0M ��

! :
^
k2jNj

cM 6� S �k�M �0M� ^
^
k2jNj

j
Z�cP

c 6� �k

^
^
k2jNj

j
Z�cP

c 6� S �k��0�

^Modnorm�M;Z�cP �
^
^
k2jNj

cM 6� S �k�M �0M�

!?
! : StarkInd �M ��
! : StandMod �M �;ZP� ^Modnorm�M �;ZP�
! NonStandMod�M �;ZP�

StandMod�N;ZP�!�
W

M NonStandMod�M;Z�cP �!�
W

M � Non-Stand
Mod�M �;ZP�;

W
N StandMod�N;ZP�!

W
N NonStandMod �N;ZP�

NonStandMod�N;ZP� !
!�� NonStandMod �M;Z�cP � !
! j

Z�cP
c 6� 0;x � 0 _

_
y

x � Sy; c? � 0_ �_
y

c � Sy ^Modnorm�M;Z�cP �

! cM 6� 0M ^
_
y2jMj

cM � SM� y�

!
^

l;k2jNj
�S �l�M �cM� � S �k�M �0M� ! S �l�M �S �l�M �cM� � S �l�M S �k�M �0M�

! cM � S �l�N k�
M �0M�;?

!
^
l2jNj
:
_
k2jNj

�S �l�M �cM� � S �k�M �0M�
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StandMod �N;ZP� !

! NonStandMod�M;Z�cP � !
! jMj � f0M; . . . ; S �k�M �0M�; . . . j . . . �S �k�M �cM�; . . . cM;

SM�cM� . . . S �k�M �cM� . . .g
d:h:jMj ist Vereinigung zweier schnittfreien Mengen, deren

eine den nat�urlichen Zahlen und deren andere den ganzen

Zahlen entspricht.

2.) Sind Dg, Dem die arithmetischen Entsprechungen fÏr die Diagonal-
funktion �Dg�0A 1� � 0A x1

0A 1 1� und Demonstrierbarkeit und de¢-
niert man die Diagonalendemonstrierbarkeit Dem4 durch:

Dem4�k1; k2� $
_
k 3

�Dg�k1; k3� ^Dem �k3; k2�:

$ Dem �Dg�2
1�k1; k2�; �2

2�k1; k2��

so ist wegen der (primitiven) RekursivitÌt vonDem,Dg, �N
k die Relation

Dem4 rekursiv. Sei Dem
4�x1;x2� die gemÌÞ dem ReprÌsenta-

tionstheorem bestehende negationstreu reprÌsentierende Satzformel in

ZP fÏrDem4, somÎgeGx1 :$ 1
W

x 2
Dem

4�x1;x2� als GÎdelformel
bezeichnet werden. FÏr ihre Diagonalisierte G x 1

0Gx 1 1, die mit G4
bezeichnet werden mÎge, hat GÎdel unterVoraussetzung der Consistenz
bzw. !-Consistenz ihre Unbeweisbarkeit bzw. Unwiderlegbarkeit
bewiesen.
Mit den vorstehend entwickelten Mitteln zeigen wir unterVorausset-

zung StandMod �n;ZP�, daÞ die Erweiterungstheorie ZP�:G4�
!-inconsistent ist, sie ein Nonstandardmodell, aber kein Standard-
modell besitzt, auch jedes ihrer Normalmodelle ein Nonstandard-
modell ist.
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StandMod �N;ZP� !6 jZP
G4;Cst ZP�:G4�;

G4 :$ :
_
x 2

Dem4 �0Gx1 1;x2�

! :
_
k2jNj

Dem4�0Gx1 1; k�

!
^
k2jNj

:Dem4�0Gx1 1; k�

!
^
k2jNj

j
ZP
:Dem4 �0Gx1 1; k�

!
^
k2jNj

j
ZP�:G4� :Dem

4 � 0Gx1 1 ; k�

^ j
ZP�:G4�

_
x 2

Dem4 �0Gx1 1; x2�

:
^
x 2

:�Dem4�0Gx1 1;x2��

! ! Incst �ZP�:G4��
! Cst ZP�:G4� ^ :! CstZP�:G4�
!
_
m

Modnorm�M;ZP�:G4��

^
^
M

�Modnorm�M;ZP�:G4�� ! :StarkIndukt�M�:

!
_
M

�Modnorm�M;ZP��:G4�� ^ :StarkIndukt�M�:

^ :StandMod�M;ZP�:G4��:
!
_
M

NonStandMod�M;ZP�:G4��

^
^
M

�Modnorm�M;ZP�:G4��

! NonStandMod�M;ZP�:G4��:
3.)

StandMod �n;ZP� ! Tn :� L�LZP ; fA 2 FrmZP jVal�A;N�g�
Man zeigt durchVollst Ind nach der Deduktionszahl:^

A2FrmZP

j
TN

A$ Val �A;N�;
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damit: j
ZP

A! Val�A;N�; j
TN

A

Erw�TN;ZP�
StandMod �N;ZP� !

!��
^
k2jNj

j
TN

A
x
k
!

^
k2jNj

Val�Ax
k
;N�

!
^
k2jNj

^
v :Var!jNj

Ax
�k hN;vi
� 1

! A hN;v x=�k hN;vi � 1 ^ �k hN;vi � k

!
^

v :Var!jNj
�
^
k2jNj

A hN;v x=ki � 1

!
^

v:Var!jNj

^
x

A hN;vi � 1

! Val�
^
x

A;N�

! :Val�:
^
x

A;N�

!
^

A2FrmTN

�
^
k2jNj

j
TN

A
x
k
! �:j

TN
:
^
x

A:

! !Cst�TN�
!�� LTN � LZP !� IntprStr�N;TN� ^

V
A2EAxTN

Val �A;N�;
Modnorm�N; tN� !Hy] Stark Induktiv (N )
! StandMod �N; tN�
! Sind ZP�c; fc 6� �kjk 2 jNjg� und ZP�:G4� Beispiele fÏr !-inconsis-
tenteTheorien, so ist L�LZP ; fA 2 FrmZP jVal�A;N�g� Beispiel einer
!-consistentenTheorie; da jede Subtheorie einer !-consistentenTheorie
!-consistent ist, so ist RR als Subtheorie von ZP !-consistent.

De¢nitionszusammenstellung einiger verwendeter Konzepte

Es mÎgen abkÏrzen:
Intpr ^ Interpretation, Func ^ Funktion, db ^ De¢nitionsbereich,Var ^
Variable, Expr ^ Expressor, Const ^ Konstante, FuorN ^ n-stelliger
Funktor, ProrN ^ n-stelliger PrÌdikator, c IÿI l c, f IÿI l f , PIÿI lP,
IntprStr ^ Interpretationsstruktur, Mod ^ Modell, Modnorm ^ Normal-
modell, Mod�Q�norm ^ Normalmodell der MÌchtigkeitQ�, InitOrd ^ Initi-
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alordinalzahl (Ordinalzahl, die mit keiner kleineren Ordinalzahl gleich-
mÌchtig ist, Kardinalzahl im heutigen Sinn).
Dann:
Intpr �I;T;M� :$M 6��^ Func �I�^db�I� � ConstT[ FuorT[ ProrT
^

^
c2ConstT

c I 2 M ^
^

f2FuorNT
f I : MN ! M ^

^
P2PropN

T

PI � MN

IntprStr �M;T� :$ W
M;I �M � hM; Ii ^ Intpr�I;T;M�:

Die Charakteristik �R einer n-stelligen Relation R sei definiert durch:

�R :� fhm1; . . . ;mn; yijR�m1; . . . ;mn�^
y � 1 b 2 __:R�m1; . . . ;mn� ^ y � 0 b 2g

Die Fortsetzung der Interpretation von Expressoren ist gegeben durch:
IntprStr �M;T� ^M � hM; Ii ^ v : Var! M so:

x hM; vi � v lx

c hM; vi � c I
f �a1; . . . ; an�hM; vi � f I�a1hM; vi; . . . ; anhM; vi�
P�a1; . . . ; an�hM; vi � �PI �a1hM; vi; . . . ; anhM; vi�

soda�: P�a1; . . . ; an�hM; vi � 1$ PI�a1hM; vi; . . . ; anhM; vi�
�:A0�hM; vi � ÿ�A0 hM; vi �

soda�: �:A0�hM; vi � 1$ �:�A0 hM;vi � 1�
�A0 ! A1�hM; vi � A0 hM; viÿÿ�A1 hM; vi

soda�: �A0 ! A�1 hM; vi � 1 _$A0 hM; vi � 1! A1 hM; vi � 1

�
^
x

A0�hM; vi � fA hM; v x=uiju 2 Mg

mit vx=u � vnfhx; v lxig _[fhx; uig
soda�: �

^
x

A0�hM; vi � 1$
^
u2M
�A hM; v x=ui � 1�

�
_
x

A0�hM; vi �
G
fA hM; v x=uiju 2 Mg

soda�: �
_
x

A0�hM; vi � 1$
_
u2M
�A hM; v x=ui � 1�

IntprStr�M;T� ^M � hM; Ii ! cM � c I � I l c; fM � f I � I l f ,
PM � PI � I lP; jMj � M; �M � I
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IntprStr �M;T� _!Val�A;M� $ V
v :Var!jMjA hM;vi � 1 b 2

Mod �M;T� :$Intpr Str �M;T� ^VA2EigAxT
Val (A,M)

Modnorm�M;T� :$ Mod�M;T� ^V _u; y2jMj u � my$ u�: y:
T-Val �A� :$ V

M �Mod�M;T� ! Val�A;M�:
L-Val �A� :$ V

M �IntprStr�M;L� ! Val�A;M�:
Damit:

V
A2 _FrmT

T-Val (A)$ j
T
A.

CstT! W
M Mod�Q �M;T�

InitOrd(��^InitOrd(��^�� � _!WM Mod���M;T�!W
M Mod���M;T�_

M

Mod�Q0�M;T� $
_
M

Mod�Q��M;T�

Cst T� !
W

M Mod�Q0
norm�M;T�_

M

Mod�Q0
norm�M;T�� $

_
M

Mod�Q�
norm �M;T��

Cst Z�P !
_
M

Mod�Q 0
norm�M;Z�P �wegen

:
_
M

Mod<Q 0
norm�M;Z�P �

�Mod<Q 0
norm�M;Z�P � ! Q0 � fS �k�M �0M�jk 2 jNjg � jMj < Q0;?�

ZP bedeutet den Peanoformalismus (bei dem das Prinzip der mathema-
tischen Induktion alsAxiomenschemavorliegt).Z�P bedeutet eineErwei-
terung von ZP.
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