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Isogonale DoppelverhÌltnisscharen
auf Regel£Ìchen

Von

H.Wresnik
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am15. Oktober 1998

durch das k. M. Hellmuth Stachel)

1.

DoppelverhÌltnisscharen (DV-Scharen) auf Regel£Ìchen ^ sie
schneiden die Erzeugenden der Regel£Ìche nach projektiven Punktrei-
hen ^ waren wiederholt Gegenstand ausfÏhrlicher Untersuchungen
([1],[2], [4],[8]).
Die erste wichtigeArbeit zu diesemThemenkreis stammt vonM. Bar-

ner [1], der Charakterisierungen von DV-Scharen angeben konnte. Eine
analytische Kennzeichnung lautet:

Satz 1. Eine einparametrige Kurvenschar auf einer Rege£Ìche �:~y�u; v� �
~x�u� � v~e�u� ist genau eine DV-Schar, wenn der Scharparameter v � v�u� einerRic-
catischenDi¡erential-gleichung v 0 � A�u�v2 � B�u�v� C�u� genÏgt.
Eine geometrischeKenzeichnungkannÏber die von denTangenten an

die Scharkurven in denPunkten einerErzeugendengebildeteRegel£Ìche
	, die sogenannte transversale Regel£Ìche der Schar, gegebenwerden:

Satz 2. Eine einparametrigeKurvenscharaufeinerRegel£Ìche istgenau dann eineDV-
Schar, wenn die transversale Regel£Ìche 	 der Regulus auf einer Quadrik ist.
Genau fÏrTeilverhÌltnisscharen (TV-Scharen) ist 	 ein hyperbolisches Paraboloid, und
genau fÏr Kongruenzscharen (K-Scharen) liegt der Scheitel von 	 im Striktionspunkt
der Erzeugenden.



In [7] untersuchte J. TÎlke orthogonale DV-Scharen auf Regel£Ìchen
und regte am SchluÞ seiner AusfÏhrungen die Untersuchung von
isogonalen DV-Scharen an. Diese Note ist der KlÌrung dieser Frage
gewidmet.

2.

Unsere AusfÏhrungen spielen im reellen, projektiv abgeschlossenen und
falls nÎtig komplex erweiterten Anschauungsraum, in dem eine Regel-
£Ìche � gegeben sei. Legen wir den von E. Kruppa in [3] eingefÏhrten
KalkÏl zugrunde, dann ist � durch

~y �u; v� �~s �u� � v~e �u�
mit ~s 02 �~e 2 � 1 und ~s 0~e 0 � 0 gegeben, wobei Ableitungen nach u
durch Striche angedeutet werden. Die Leitkurve~s von � ist die Striktions-
linie der Regel£Ìche.
Jeder nichttorsalen Erzeugenden e kann nun ein orthonormiertes

Rechtsdreibein zugeordnet werden, dessenUrsprung im Striktionspunkt
S der Erzeugenden liegt und das die Dreibeinvektoren

~e; ~n:� ~e 0

j~e 0j ; ~z:�~e�~n

besitzt.~n�u� stellt dabei den Zentralnormalenvektor und~z�u� den Zentraltan-
gentenvektor dar. Als Ableitungsgleichungen fÏr die Dreibeinvektoren ¢n-
det man dann

~e 0 � �~n; ~n 0 � ÿ�~e� �~z; ~z 0 � ÿ�~n;
mit der KrÏmmung ��u� und derTorsion ��u� der Regel£Ìche in der Erzeu-
genden e.
FÏr denTangentenvektor~s 0 der Striktionslinie ergibt sich mitHilfe des

Winkels ��u� zwischen der Erzeugenden und der Striktionslinie dieDar-
stellung:

~s 0 � cos�~e� sin�~z;

und der Drall d�u� der Regel£Ìche berechnet sich dadurch zu
d � sin�

�
:

3.

Wir geben nun die folgende
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De¢nition. Zwei DV-Scharen (D1,D2) auf einer Regel£Ìche heiÞen �-
isogonale DV-Scharen, wenn jede Scharkurve der einen Schar jede Schar-
kurve der anderen Schar unter dem konstanten Winkel � 6� 0 2 R
schneidet. Ist � � �=2, so sprechenwir von orthogonalen DV-Scharen.
FÏr dieTangentenvektoren~t 1 und~t 2 der Kurven der beiden Scharen,

die im Koordinatensystem fS;~e;~n;~zg durch
�t i � �cos��Ai �

2
i � Bi � i � Ci�~e� � i�~n� sin�~z

beschriebenwerden kÎnnen, gilt dann lÌngs einer Erzeugenden

cos� � ~t 1~t 2
j~t 1jj~t 2j

bzw., wenn man diese Gleichung quadriert:

j~t 1j2j~t 2j2 cos2 �ÿ �~t 1~t 2�2 � 0: �1�
Dies ist einPolynom8.Grades in �, das identisch in � geltenmuÞ, d.h. die
einzelnen Koe¤zienten mÏssen verschwinden. Als Koe¤zient von � 8

ergibt sich sofort

A2
1A

2
2�1ÿ cos2 �� � 0;

woraus wegen � 6� 0 o.B.d.A.A1 � 0 folgt.Wir erhalten daher das fol-
gende

Zwischenergebnis. Sind �D1;D2� �-isogonale DV-Scharen, so ist eine der bei-
den Scharen sogar eineTV-Schar T1.
DieAuswertungder weiterenKoe¤zienten des Polynoms (1) kann nur

mit sehr hohem Rechenaufwand durchgefÏhrt werden, sodaÞ wir einen
anderenWeg einschlagenwollen.

4.

Seien (T1;D2) �-isogonale DV-Scharen auf �, dann ist nach Satz 2 die
transversale Regel£Ìche 	 der TV-Schar lÌngs einer Erzeugenden der
Regulus auf einem hyperbolischen Paraboloid.

	 besitzt nach [7] im begleitenden Koordinatensystem die Gleichung

�C1 � cos��x2
3 ÿ x1x3 sin�� d�B1x3 � sin��x2 � 0; �2�

bzw. die Parameterdarstellung

~y1��; �� �
�
0
0

0@ 1A� � cos�� B1� � C1

��
sin�

0@ 1A: �3�
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Wird nun jede Erzeugende von 	 in der Tangentialebene des Schnitt-
punktes mit der festen Erzeugenden e von � um denWinkel � verdreht,
so mÏssen sich dieTangenten an die DV-Schar D2, also der Regulus auf
einem Hyperboloid, ergeben.
Ausgehend von einem im parabolischen BerÏhrnetz der Erzeugenden

e von � liegenden Regulus 	 auf einem hyperbolischen Paraboloid mit
der Darstellung (2) bzw. (3) ^ wir verzichten auf die Indizes bei den Para-
metern B undC von	 ^, fragenwir nun nach Bedingungen fÏr B undC,
damit die durchVerdrehen der Erzeugenden von 	 entstehende Regel-
£Ìche

P
tatsÌchlich von 2. Ordnung ist.

FÏr einenNormaleneinsvektor~n in einem Punkt von� ergibt sich mit
W �

����������������������������
�2� 2 � sin2 �
p

~n � 1
W

0;
sin�
ÿ��

0@ 1A;
worausman dann fÏr die zur Richtung~t einer Erzeugendenvon	 (siehe
(3)) normale Richtung~t n in der Tangentialebene ¢ndet:

~t n �~t �~n � 1
W

ÿ�2� 2 ÿ sin2 �
���B� � C � cos ��

sin��B� � C � cos��

0@ 1A: �4�

Da dieVektoren~t und~t n die gleicheLÌnge besitzen, berechnet sich damit
die durchVerdrehen der Erzeugenden von 	 um denWinkel � entste-
hende Regel£Ìche

P
zu

~y��; �� �
�
0
0

0@ 1A� ��cos�~t � sin�~t n�; �5�

wobei fÏr~t und~t n die Ergebnisse aus (3) und (4) einzusetzen sind.
Ermitteltman nun aus (5) durchElimination der Parameter� and� die

Gleichung von
P
, so ergibt sich nach einer lÌngeren Rechnung:

z2f�2 cos2 �� y2 � z2��2��C � cos��z2 � 2 sin��ÿ�x� By�z
� �1ÿ cos 2��y�2 ÿ sin2 ��B�cos 2�ÿ 1�y2
� 2�2�C � cos��xz2 ÿ ��2C sin�� sin 2��yz
� 2� sin��Bxy� �� y2 � z2��z�2g � 0

�6�

Die noch freien Parameter B undC sind nun so zu bestimmen, daÞ
P

in
hÎchstens quadratische Bestandteile zerfÌllt.
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Notwendig dafÏr ist ein entsprechendes Zerfallen der Fernkurve vonP
, fÏr die man aus (6) erhÌlt:

x4
3fcos2 ��x2

2 � x2
3����C � cos��x3 ÿ sin���x1 ÿ Bx2��2

ÿ sin2 ����C � cos��x1x3 � sin��Bx1x2 � ��x2
2 � x2

3���2g � 0:

�7�
Die Fernkurve zerfÌllt also in die vierfach zu zÌhlende Ferngerade der
asymptotischen Ebene von e und eine Kurve ku von 4. Ordnung.
Um ihr Zerfallen in AbhÌngigkeit von B und C zu studieren,

unterscheidet man sinnervollerWeise zwei FÌlle:

a) Ist � � �=2, so zerfÌllt die Kurve ku, wie einVergleich mit (7) zeigt,
fÏr beliebiges B und C in eine doppelt zu zÌhlende Kurve 2. Ordnung.
Da das Zerfallen der Fernkurve aber nur eine notwendige Bedingung

fÏr das Zerfallen der FlÌche
P

selbst ist, muÞ diese nun fÏr� � �=2 auf
einZerfallen hinuntersuchtwerden.Es ergibt sich fÏr

P
aus (6) zunÌchst

z2�B�cos 2�ÿ 1�y2 � 2�2�C � cos��xz2 ÿ ��2C sin�� 2��yz
� 2� sin��Bxy� �� y2 � z2��z�2 � 0;

und die hier auftretende doppelt zu zÌhlende FlÌche dritten Grades zer-
fÌllt, wie ein Koe¤zientenvergleich mit der Gleichung einer beliebigen
FlÌche 3. Grades zeigt, genau fÏr B � 0.
DieTV-ScharT1 ist damit sogar eineK-Schar, undwir haben somit das

bereits vonTÎlke in [7] angebene Ergebnis (siehe Satz 3).

b) Nun betrachtenwir den Fall, daÞ fÏr den Schnittwinkel � der beiden
Scharen � 6� �=2 gelte. Multipliziert man nun zwei in x1;x2 und x3
homogene Polynome 2. Grades miteinander und fÏhrt einen Koe¤zien-
tenvergleich mit (7) durch, so zeigt es sich, daÞ ku nur fÏr B � 0 und
C � ÿ cos�, also nur fÏr die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden,
in zwei Kurven 2. Ordnung zerfÌllt, sodaÞ man in diesem Fall fÏr die
Fernkurve von

P
erhÌlt:

x4
3�x2

2 � x2
3��cos2 �x2

1 ÿ sin2 ��x2
2 � x2

3�� � 0:

Da dies aber nur ein notwendiges Kriterium fÏr das Zerfallen der Regel-
£Ìche

P
ist, fÏr die man nun aus (6) die Darstellung

z2� y2 � z2��cos2 ���xzÿ sin�y�2 ÿ �2 sin2 �z2� y2 � z2�� � 0

�8�
gewinnt, muÞ nun noch untersucht werden, ob mit ku auch

P
in quad-

ratische Bestandteile zerfÌllt, was aber, wie (8) schnell zeigt, nicht der Fall
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ist. Also gibt es fÏr � 6� �=2 auf einer Regel£Ìche � keine �-isogonalen
DV-Scharen.

Zusammenfassend habenwir somit den folgenden

Satz 3. Sind �D1;D2��-isogonale DV-Scharen auf einer Regel£Ìche �; so muÞ
� � �=2 gelten, und eine der beiden Scharen ist eine K-Schar. Umgekehrt ist jede von den
Orthogonaltrajektorien derErzeugenden verschiedeneK-ScharTeil einerorthogonalenDV-
Schar.

5.

Unsere Ûberlegungen in 3. lassen noch eine andere Interpretation zu.
Dazu betrachtenwir dieVerhÌltnisse in der Fernebene !.Eu sei der Fern-
punkt der Erzeugenden e und ru die Ferngerade der Richtebene des Reg-
ulus 	.
Die PunkteTu von ru sind dann die Fernpunkte der Erzeugendenvon

	 und ihreVerbindungen t u mit Eu die Ferngeraden der e enthaltenden
Tangentialebenen � von �.
Der Fernpunkt einer in � liegenden Erzeugendenvon

P
ist nun jener

Punkt auf tu, der vom entsprechendenPunktTu den elliptischenAbstand
� besitzt.
Die so erhaltenen Punkte, sie bilden die in 3. untersuchte Fernkurve

von
P
, bilden daher die Bahnkurve bei einer elliptischen Konchoiden-

bewegung, bei der ein PunktTu auf der festen Geraden ru lÌuft und eine
Tu enthaltende Gerade stets durch den PunktEu geht.Wegen der Ergeb-
nisse in 3. gilt daher der folgende

Satz 4. DieBahnkurven einerelliptischenKonchoidenbewegungsind i.a.Kurven4.Ord-
nung.Nur fÏrden zum Punkt Tu orthogonalen Punkttritt eine Bahnkurve von zweiter
Ordnung auf. Istdie FÏhrungsgerade ru des Punktes Tu aber zu Eu totalnormal, so liegt
die elliptischeDrehung umdenPunkt Eu vor, und alle Bahnkurven sind von 2. Ordnung.
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