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(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am12. November 1998

durch das k. M. Oswald Giering)

Abstract

If one draws, in an Euclidean plane from a point X the perpendiculars
onto the sides AB, BC, CA of a triangle ABC and if the feet of these
perpendiculars P 2 AB;Q 2 BC;R 2 CA lie on a line ^ the Wallace
line ofX^ thenX lies on the circumcircle u of the triangleABC. In this
paper we investigate not only the collinearity of the feet P, Q, R but also
the collinearity of the intersection points P 0 2 BC;Q 0 2 CA;R 0 2 AB
as well as P 00 2 CA;Q 00 2 AB;R 00 2 BC of the three perpendiculars
with the other sides of a triangle ABC (see Fig. 2). It is shown that
with regard to P 0;Q 0;R 0 a conic k 0 and with regard to P 00;Q 00;R 00 a
conic k 00 corresponds to the circumcircle u.The conics k 0; k 00 are of the
same a¤ne type and give reason to a new remarkable point D and two
new remarkable lines of a triangleABC with central conics resp. hyper-
bolas k 0; k 00.The conics k 0; k 00 and the circumcircle u are elements of the
same pencil of conics. For equilateral triangles ABC we get additional
results.

Einleitung

FÌllt man in der euklidischen Ebene von einem PunktXdie Lote auf die
SeitenAB, BC, CA eines DreiecksABC (Abb.1) und liegen die LotfuÞ-
punkte P 2 AB;Q 2 BC;R 2 CA auf einer Geraden ^ der Wallace-



Geraden1 von X zum Dreieck ABC ^ so liegt X auf dem Umkreis u des
DreiecksABC2. Liegt umgekehrtX auf u, so sind P, Q, R kollinear.
Im folgenden betrachtenwir die Schnittpunkte der LoteXP,XQ,XR

mit sÌmtlichen Seiten des DreiecksABC, also die Punkte (Abb. 2):

P :� XP \AB; P 0 :� XP \ BC; P 00 :� XP \ CA;
Q :� XQ \ BC; Q 0 :� XQ \ CA; Q 00 :� XQ \AB;

R :� XR \ CA; R 0 :� XR \AB; R 00 :� XR \ BC:
�1�

DiePunkteP 0; Q 0; R 0 liegen nach (1) auf jenenDreieckseiten, die bei der
Rechts-DurchlaufungA! B! C ! A des DreiecksABC den Seiten,
welche die LotfuÞpunkte P, Q, R tragen, unmittelbar folgen. Dasselbe
gilt fÏr P 00;Q 00;R 00 bei der Links-Durchlaufung A! C ! B! A
des DreiecksABC.
WÌhrend die Frage nach kollinearen LotfuÞpunkten P, Q, R durch

den Satz Ïber die Wallace-Geraden geklÌrt ist, scheint die Frage nach
kollinearen Lotschnittpunkten P 0;Q 0;R 0 bzw. P 00;Q 00;R 00 in der Literatur
bisher keine Beachtung gefunden zu haben.Wir untersuchen daher die

Abb.1

1NachWilliamWallace1797, siehe [5], S.143; [1], S.1234; [2], S.45; [4], S. 855. Dieselbe
Gerade tritt in der Literatur auch als Simson-Gerade auf.
2 Eine a¤ne und eine projektiveVerallgemeinerung dieserAussage ¢ndet man in [3].
Die LotfuÞpunkteP,Q,RvonX sind Ïbrigens genau dann kollinear, wenn die Spie-
gelpunkte vonX an den Dreieckseiten kollinear sind (zentrische Streckung aus X!).
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KollinearitÌt der Punkte P 0;Q 0;R 0 sowie der Punkte P 00;Q 00;R 00. Bei
kollinearen Punkten P 0;Q 0;R 0 nennenwir ihreTrÌgergerade dieWallace-
Rechtsgerade [P 0Q 0R 0] des PunktesXzumDreieckABC, bei kollinearen Punk-
ten P 00;Q 00;R 00 dieWallace-Linksgerade [P 00Q 00R 00] des PunktesX zumDreieck
ABC.Wir beweisen darÏber die in Satz1fÏr allgemeineDreiecke und die
in Satz 2 fÏr gleichseitige Dreiecke zusammengefaÞten Aussagen.

1. Allgemeine Dreiecke

Wir beziehen das DreieckABC auf das in Abb.2 verwendete kartesische
xy-Koordinatensystem und geben den Ecken A,B,C die Koordinaten
A�a; 0�;B�b; 0�;C�0; c�.OhneEinschrÌnkung ist a < b; 0 < c. FÏr einen
gegebenen PunktX��; �� berechnet man die Koordinaten der zugehÎri-
gen Lotschnittpunkte P 0;Q 0;R 0;P 00;Q 00;R 00:

P 0�xP 0 ; yP 0 � mit xP 0 � �; yP 0 � ÿ c
b
�� ÿ b�;

Q 0�xQ 0 ; yQ 0 � mit xQ 0 � c2 � b� ÿ c�
c2 � ab

a; yQ 0 � abÿ b� � c�
c2 � ab

c;

R 0�xR 0 ; yR 0 � mit xR 0 � � ÿ c
a
�; yR 0 � 0;

�2�

Abb. 2
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sowie

P 00�xP 00 ; yP 00 � mit xP 00 � �; yP 00 � ÿ c
a
�� ÿ a�;

Q 00�xQ 00 ; yQ 00 � mit xQ 00 � � ÿ c
b
�; yQ 00 � 0;

R 00�xR 00 ; yR 00 � mit xR 00 � c2 � a� ÿ c�
c2 � ab

b; yR 00 � abÿ a� � c�
c2 � ab

c:

�3�
Nach (2) und (3) ergeben sich die Koordinaten der Punkte P 00;Q 00;R 00

in dieser Reihenfolge aus den Koordinaten der Punkte P 0;Q 0;R 0, indem
man amit b vertauscht und c; �; � beibehÌlt.
Die Lotschnittpunkte P 0;Q 0;R 0 liegen genau dann kollinear (auf der

Wallace-Rechtsgeraden von X zum DreieckABC ), wenn der Inhalt des
Dreiecks P 0Q 0R 0 verschwindet, wenn also gilt:

xP 0 yP 0 1
xQ 0 yQ 0 1
xR 0 yR 0 1

������
������ � 0: �4�

Aus (4) folgt mit (2) unterVerwendung vonT :� a2 ÿ ab� b2 ÿ c2, daÞ
die Koordinaten �; � notwendig der Gleichung

acx2 � Txyÿ bcy2 ÿ ac�a� b�xÿ b�a2 ÿ c2� y� a2bc � 0 �5�
genÏgen mÏssen. Entsprechend liegen P 00;Q 00;R 00 genau dann kollinear
(auf derWallace-Linksgeraden vonX zum DreieckABC ), wenn

xP 00 yP 00 1
xQ 00 yQ 00 1
xR 00 yR 00 1

������
������ � 0: �6�

Daraus folgt, daÞ die Koordinaten �; � notwendig die Gleichung

bcx2 � Txyÿ acy2 ÿ bc�a� b�xÿ a�b2 ÿ c2�y� ab2c � 0 �7�
erfÏllen mÏssen. Man zeigt unschwer die Umkehrung: LiegtX auf dem
durch (5) gegebenen Kegelschnitt k 0 bzw. auf dem durch (7) gegebenen
Kegelschnitt k 00, so liegenP 0;Q 0;R 0 bzw.P 00;Q 00;R 00 kollinear.Wir nen-
nen k 0 den Rechtskegelschnitt und k 00 den Linkskegelschnitt des Dreiecks
ABC3.Manveri¢ziert unmittelbar, daÞ dieDreieckseckenA,B,C sowohl
auf k 0 als auch auf k 00 liegen (Abb. 3).

3Ersichtlich liefert eine KollinearitÌtsbedingung (4) bzw. (6) als Ort der Punkte
X��; �� stets einenKegelschnitt, wenn die in (4) bzw. (6) auftretendenKoordinaten
lineare Funktionen von � und � sind.

202 O. Giering



Schneidetman (nach projektiver Erweiterungder euklidischen Ebene)
den Rechtskegelschnitt k 0 und den Linkskegelschnitt k 00 mit der Fernge-
raden, so zeigt sich, daÞ die Fernpunkte dieser Kegelschnitte festgelegt
sind durch

x : y � �ÿT �
����������������������
T 2 � 4abc2
p

� : 2pc mit p � a f�ur k 0; p � b f�ur k 00:
�8�

Nach (8) handelt es sich bei nichtzerfallenden Kegelschnitten k 0 und
k 00 stets um Kegelschnitte gleichenTyps und zwar um eine Ellipse (oder einen
Kreis), eine Parabel bzw. eineHyperbel, je nachdem

T 2 � 4abc2<�> 0: �9�
Beachtet man, daÞ gilt:

0 < a < b fÏr jedes stumpfwinkligeDreieckABC (ohneEinschrÌnkung
stumpfwinklig beiA),

a � 0 fÏr jedes rechtwinklige Dreieck ABC (ohne EinschrÌnkung
rechtwinklig beiA),

a < 0 < b fÏr jedes spitzwinklige Dreieck,

so folgt aus (8) und (9): FÏr jedes stumpfwinklige DreieckABC sind die
Kegelschnitte k 0 und k 00 Hyperbeln (Abb. 3). FÏr jedes rechtwinklige
Dreieck ABC zerfallen k 0 und k 00 wegen a � 0 in ein Geradenpaar.4

FÏr ein spitzwinkliges Dreieck ABC sind als Kegelschnitte k 0 und k 00
Ellipsen, Parabeln5 und Hyperbeln mÎglich.

Sind k 0; k 00 Mittelpunktskegelschnitte mit den Mittelpunkten
M 0�� 0; � 0�;M 00�� 00; � 00�, so ¢ndet man als Koordinaten:

� 0 � b�a2 ÿ c2�T � 2abc2�a� b�
T 2 � 4abc2

; � 0 � ac�a� b�T ÿ 2abc�a2 ÿ c2�
T 2 � 4abc2

;

�10�

� 00 � a�b2 ÿ c2�T � 2abc2�a� b�
T 2 � 4abc2

; � 00 � bc�a� b�T ÿ 2abc�b2 ÿ c2�
T 2 � 4abc2

:

�11�

4Untersucht man allgemein den Zerfall von k 0 und k 00, so stellt sich einheitlich fÏr
beide Kegelschnitte neben a � 0 die Bedingung c 2 � ÿab ein, also erneut ein
rechtwinkliges DreieckABC, lediglich rechtwinklig bei C.
5Wir verzichten auf eine detaillierte Diskussion des Parabel-Falles, die sich bei der
Auswertung von T 2 � 4abc 2 � 0 (siehe (9)) leicht durchfÏhren lÌÞt.
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Werden k 0; k 00 aus demxy-Koordinatensystem in ein x�y�-Koordinaten-
system auf Hauptachsen transformiert und wird dabei die x- in die x�-
Achse um denWinkel  gedreht, so ergibt sich fÏr beide Kegelschnitte
k 0; k 00:

tan 2 � T
�a� b�c : �12�

Man entnimmt aus (12), daÞ die Kegelschnitte k 0; k 00 paralleleAchsen besit-
zen (Abb. 3). Das von den Achsen der Kegelschnitte k 0; k 00 de¢nierte
Rechteck besitzt die Mittelpunkte M 0;M 00 als Gegenecken. Die beiden
andern Gegenecken seienN1 undN2. Die GegeneckenN1;N2 heiÞen
im folgenden die Gegenpunkte der Kegelschnitte k 0; k 00.

Abb. 3
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Wir betrachten nun neben den Kegelschnitten k 0; k 00 den Umkreis u
des DreiecksABC, der die Gleichung

x2 � y2 ÿ �a� b�xÿ 1
c
�ab� c2�y� ab � 0 �13�

und in xy^Koordinaten den Mittelpunkt Mu
a�b
2 ;

ab�c 2
2c

ÿ �
besitzt. Gibt

man den Mittelpunkten M 0;M 00;Mu in dem nach (12) um denWinkel
� gedrehten xy^Koordinatensystem die Koordinaten M 0�x 0; y 0�,
M 00�x 00; y 00�;Mu�xu; yu�; so sind die Gegenpunkte der Kegelschnitte
k 0; k 00 gegeben durch N1�x 0; y 00�;N2�x 00; y 0�. Eine lÌngere elementare
Rechnung zeigt, daÞN1;N2;Mu die KollinearitÌtsbedingung

x 0 y 00 1
x 00 y 0 1
xu yu 1

������
������ � 0 �14�

erfÏllen (Abb. 3). Die Gegenpunkte N1;N2 der Kegelschnitte k 0; k 00 und
der Umkreismittelpunkt Mu eines Dreiecks ABC liegen folglich kollinear.
Die Gerade �N1N2Mu� zÌhlt somit zu den merkwÏrdigen Geraden eines
DreiecksABCmit Mittelpunktskegelschnitten k 0; k 00.
Sind k 0; k 00 Hyperbeln, so folgt aus (8) und (9), daÞ jede Asymptote von k 0

eine Asymptote von k 00 orthogonal tri¡t (Abb. 3). Seien a 01; a
0
2 die Asymptoten

von k 0 und a 001 ; a
00
2 dieAsymptotenvon k

00. Die zueinander orthogonalen
Asymptoten seien a 01; a

00
2�a 01 ? a 002� und a 001 ; a

0
2�a 001 ? a 02�. Dann besitzen

die Asymptotenschnittpunkte

S1�xS 1 ; yS 1� :� a 01 \ a 001 ; S2�xS 2 ; yS 2� :� a 02 \ a 002 �15�
die Koordinaten

xS 1 �
� 00ÿ� 0 � ÿ b�

0ÿÿ a�
00

ÿ b ÿ ÿ a
; yS 1 �

ÿ b�
00ÿÿ a�

0�ÿ aÿ b�� 0ÿ� 00�
ÿ b ÿ ÿ a

;

�16�

xS 2 �
� 00ÿ� 0 � 
 b�

0ÿ
 a�
00


 b ÿ 
 a
; yS 2 �


 b�
00ÿ
 a�

0�
 a
 b�� 0ÿ� 00�

 b ÿ 
 a

;

�17�

dabei ¢ndetman �� 0; � 0� in (10), �� 00; � 00� in (11)undmitW :� ���������������������
T 2 � 4abc2
p

gilt:

ÿ a :� T �W
2ac

;ÿ b :� T �W
2bc

;
 a :� T ÿW
2ac

;
 b :� T ÿW
2bc

: �18�
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Eine einfache Rechnung zeigt, daÞ der Umkreismittelpunkt Mu der Mittel-
punktder Strecke S1S2 ist. Damit liegen S1; S2;Mu kollinear und die ortho-
gonalen Asymptoten a 01; a

00
2 und a

00
1 ; a
0
2 schneiden einander auf demKreis

Ïber der Strecke S1S2 (Abb. 3). Die Gerade [S1S2Mu� zÌhlt somit zu den
merkwÏrdigen Geraden eines DreiecksABCmit Hyperbeln k 0; k 00.
Das von k 0 und k 00 aufgespannteKegelschnittbÏschel�k 0 � �k 00 besitzt die

Dreiecksecken A,B,C als (allen BÏschelkegelschnitten gemeinsame)
Grundpunkte. Der ebenfalls allen BÏschelkegelschnitten gemeinsame
vierte GrundpunktD ist ein merkwÏrdiger Punkt eines DreiecksABC und
besitzt die Koordinaten

xD � c2�a� b�2 � �abÿ c2�T
c2�a� b�2 � T 2

�a� b�; yD � T
c�a� b�xD � c: �19�

Das KegelschnittbÏschel �k 0 � �k 00 enthÌlt fÏr � � 1; � � ÿ1 den
Umkreis u des Dreiecks ABC. Die Mittelpunkte der Mittelpunktske-
gelschnitte im KegelschnittbÏschel �k 0 � �k 00 liegen (wie man leicht
nachprÏft) selbst auf einem Kegelschnitt.
FÌllt der PunktX��; �� in einen derGrundpunkteA,B,C,D, dann sind

die zugehÎrigen LotfuÞpunkte P, Q, R sowie die Lotschnittpunkte
P 0;Q 0;R 0 und P 00;Q 00;R 00 jeweils kollinear.
Weitere ausgezeichnete Punkte der Kegelschnitte k 0 und k 00 liegen auf

denHÎhen hA; hB; hC desDreiecksABC. EinfachesNachrechnen liefert
als Punkte von k 0

T 0AB :� hA \ �Lot in B auf AB�;
T 0BC :� hB \ �Lot in C auf BC�;
T 0CA :� hC \ �Lot in A auf CA�

�20�

und als Punkte von k 00

T 00AB :� hB \ �Lot in A auf AB�;
T 00BC :� hC \ �Lot in B auf BC�;
T 00CA :� hA \ �Lot in C auf CA�:

�21�

Die drei Geraden T 0ABT
00
CA � hA, T 0BCT

00
AB � hB , T 0CAT

00
BC � hC

schneiden einander im HÎhenschnittpunkt des DreiecksABC.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 1. FÌlltman in der euklidischenEbene von einemPunktX dieLote aufdie Seiten
AB, BC, CAeines DreiecksABC, so gilt:
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(a) DieLotfuÞpunkte P 2 AB;Q 2 BC;R 2 CA liegen genau dann kollinear ^
auf derWallace-Geraden [PQR] von X zum Dreieck ABC ^wenn X auf dem
Umkreis des DreiecksABC liegt.

(b) Die Lotschnittpunkte P 0;Q 0;R 0 (siehe (1)) liegen genau dann kollinear ^ auf der
Wallace-Rechtsgeraden �P 0Q 0R 0� von X zum Dreieck ABC^wenn X auf dem
Rechtskegelschnitt k 0 desDreiecksABC liegt.

(c) DieLotschnittpunkte P 00;Q 00;R 00 (siehe (1)) liegen genau dannkollinear ^ aufder
Wallace-Linksgeraden �P 00Q 00R 00� von X zumDreieck ABC^ wenn X auf dem
Linkskegelschnitt k 00 desDreiecksABC liegt.

(d) k 0 und k 00 sind Umkegelschnitte des DreiecksABC.
(e) k 0 und k 00 sind Kegelschnitte desselben a¤nenTyps.
(f) Sind k 0 und k 00 Mittelpunktskegelschnitte, so gehÎrt zu jeder Achse von k 0 eine pa-

ralleleAchse von k 00 .DieGegenpunkte N1;N2 derKegelschnitte k 0; k 00 und der
Umkreismittelpunkt Mu desDreiecksABC liegen kollinear (Abb.3).

(g) Sind k 0 und k 00 Hyperbeln �k 0 mit den Asymptoten a 01; a
0
2 und k 00 mit

den Asymptoten a 001 ; a
00
2�, so tri¡t jede Asymptote von k 0 eine Asymptote von

k 00 orthogonal (etwa a 01 ? a 002 ; a
00
1 ? a 02�. Die Asymptotenschnittpunkte

S1 � a 01 \ a 001 , S2 � a 02 \ a 002 und der Umkreismittelpunkt Mu des Dreiecks
ABC liegen kollinear (Abb.3).

(h) k 0 und k 00 liegen mit dem Umkreis des Dreiecks ABC in demselben Kegelschnitt-
bÏschel. Die Dreiecksecken A, B, C sind Grundpunkte dieses BÏschels; der vierte
GrundpunktDist ein merkwÏrdiger Punktdes DreiecksABC(Abb.3).

2. Gleichseitige Dreiecke

Der Rechtskegelschnitt k 0 stimmt genau dann mit dem Umkreis des
Dreiecks ABC Ïberein, wenn ABC ein gleichseitiges Dreieck ist und
damit b � ÿa; c � a

���
3
p

. Entsprechendes gilt fÏr den Linkskegelschnitt
k 00 und fÏr die Ûbereinstimmung von k 0 mit k 00. In einem gleichseitigen
DreieckABC existieren daher zu jedem Punkt X��; �� seines Umkreises
die Wallace-Gerade [PQR], die Wallace-Rechtsgerade �P 0Q 0R 0� und die
Wallace-Linksgerade �P 00Q 00R 00� (Abb. 4). FÏr jedes gleichseitige Dreieck
ABC sind die Dreiecke Q 00XR 0;R 00XP 0;P 00XQ 0 nach Konstruktion
gleichschenklig; ihre Basiswinkel an den von X verschiedenen Ecken
betragen �=6.
Wir betrachten nun in einem gleichseitigen DreieckABC das aus den

Geraden [PQR], �P 0Q 0R 0�; �P 00Q 00R 00� gebildete Dreiseit mit den Ecken:
S :� �P 0Q 0R 0� \ �P 00Q 00R 00�;
T :� �PQR� \ �P 0Q 0R 0�;
U :� �P 00Q 00R 00� \ �PQR�:

�22�
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Gibt man den Ecken des Dreiecks ABC die Koordinaten A�ÿ1; 0�,
B�1; 0�, C�0; ���

3
p �, so erhÌlt sein Umkreis (mit dem Mittelpunkt

Mu�0; 13
���
3
p �� die Gleichung

x2 � yÿ 1
3

���
3
p� �2

� 4
3
: �23�

Bei Verwendung desWinkels ', den der laufende Umkreisradius MuX
mit der positiven x-Achse einschlieÞt, erhÌlt der Umkreis (23) die Para-
meterdarstellung

� � 2
3

���
3
p

cos'; � � 1
3

���
3
p �1� 2 sin'�; �24�

die sich rationalisieren lÌÞt mit

t :� tan
'

2
; cos' � 1ÿ t 2

1� t 2
; sin' � 2t

1� t 2
: �25�

Abb. 4
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Die drei Geraden [PQR], �P 0Q 0R 0� und �P 00Q 00R 00� besitzen die Glei-
chungen (in denen (24) und (25) zu beachten sind):

y�3� � ���
3
p

� ÿ 3� � �xÿ ��� ���3p � ÿ 3� ÿ ���
3
p �

�Wallace-Gerade�PQR��; �26�
� y � �� ÿ 1��xÿ � ÿ ���

3
p

��
�Wallace-Rechtsgerade�P 0Q 0R 0��; �27�

� y � �� � 1��xÿ � � ���
3
p

��
�Wallace-Linksgerade�P 00Q 00R 00��: �28�

Man berechnet daraus die Koordinaten der Punkte S�xS; yS�,
T�xT ; yT� und U�xU ; yU�:

xS � ��1ÿ
���
3
p
��; yS �

���
3
p �1ÿ � 2�; �29�

xT �
���
3
p �1ÿ ���
!� ÿ � � 1

� �; yT �
���
3
p �1ÿ ���
!� ÿ � � 1

!; �30�

xU �
���
3
p �1� ���
!� ÿ � ÿ 1

� �; yU �
���
3
p �1� ���
!� ÿ � ÿ 1

!; �31�

mit

! :�
���
3
p
� ÿ 3� ÿ ���

3
p

3� � ���
3
p
� ÿ 3

� t � 1
t ÿ 1

(Steigung der Geraden TU�: �32�

Wie einfache Rechnungen zeigen, liegt der Schnittpunkt S der
Wallace-Rechtsgeraden �P 0Q 0R 0� mit der Wallace-Linksgeraden
�P 00Q 00R 00� stets auf dem Umkreis des Dreiecks ABC und es gilt stets
(Abb. 4):

SX ? TU; UX ? US; TX ? TS: �33�
LÌngere, jedoch elementare Rechnungen lassen erkennen, daÞ STU fÏr
jedenUmkreispunktXein gleichseitigesDreieck ist. FÏr die SeitenlÌnge (etwa
TU) folgt mit (30), (31), (32) sowie (24) und (25):

�TU�2 � 12� 2�!2 � 1� ���!� ÿ �� � 1�2
��!� ÿ ��2 ÿ 1�2 � 2

�t 2 � 4t � 1�2�t ÿ 1�2
�t 2 � 1�3 :

�34�
Aus (34) folgt, daÞ das Dreieck STU genau fÏr verschwindende Seiten-
lÌngeTU, also fÏr X � A;X � B und X � C in einen Punkt entartet
und zwar inA,B bzw. C.
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DurchlÌuftX denUmkreis des DreiecksABC, so durchlÌuft die Ecke
U des Dreiecks STU eine geschlossene, dreiachsig symmetrische, ratio-
nale Kurve 4. Ordnung mit drei Doppelpunkten (Knoten), mit der aus
(31) unterVerwendungvon (32), (24) und (25) folgendenParameterdarstel-
lung:

xU � �
���
3
p ÿ 3��t ÿ 1��t ÿ ���

3
p � 2��t 2 ÿ 4

���
3
p ÿ 7� ÿ 4

���
3
p �t 4 ÿ 1�

6�t 2 � 1�2
�35�

yU � �
���
3
p ÿ 3��t � 1��t ÿ ���

3
p � 2��t 2 ÿ 4

���
3
p ÿ 7�

6�t 2 � 1�2 : �36�

Zugleich durchlÌuft die EckeTdes Dreiecks STU dieselbe geschlossene
rationaleKurve 4.Ordnung, nunmehrmit der aus (30) unterVerwendung
von (32), (24) und (25) folgenden Darstellung:

xT � �
���
3
p � 3��t ÿ 1��t � ���

3
p ÿ 2��t 2 � 4t � 1� ÿ 4

���
3
p �t 4 ÿ 1�

6�t 2 � 1�2
�37�

yT � �
���
3
p � 3��t � 1��t � ���

3
p ÿ 2��t 2 � 4t � 1�

6�t 2 � 1�2 : �38�

Man erkennt unmittelbar. daÞ der laufende Punkt X auf dem Umkreis
des zugehÎrigen Dreiecks STU liegt; SX ist ein Durchmesser dieses
Umkreises. Sein Mittelpunkt V lÌuft ebenfalls auf einer geschlossenen
rationalenKurve 4. Ordnung. FÏr diese Bahnkurve, die denUmkreismit-
telpunkt MU des Dreiecks ABC als dreifachen Punkt besitzt, ermittelt
man die Darstellung:

xV � ÿ 1
3

���
3
p �t 2 ÿ 1��t 2 ÿ 4t � 1�

�t 2 � 1�2 ; yV � 2
3

����
3t
p t 2 � 4t � 1

�t 2 � 1�2 : �39�

Zusammenfassend gilt:

Satz 2. In einem gleichseitigen DreieckABC existieren zu jedem Punkt X seinesUm-
kreises u dieWallace-Gerade, dieWallace-Rechtsgeradeund dieWallace-Linksgerade.FÏr
jedenPunktX 2 u bilden dieseGeradendieSeiten einesgleichseitigenDreiecksSTU(das
fÏr X � A;X � B undX � C in dieDreieckseckenA,B,C entartet).DurchlÌuft
X den Umkreis u, so durchlÌuft auch S (der Schnittpunkt der Wallace-Rechtsgeraden
mit der Wallace-Linksgeraden) den Umkreis u. Die Ecken T und U durchlaufen
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dieselbe geschlossene, dreiachsig symmetrische rationale Kurve 4. Ordnung mit drei Knoten
(Abb.4).
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