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Strahlensysteme, die linear erzeugt werden
und Extremaleigenschaften besitzen

Von

S. S. Stamatakis
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 5. MÌrz 1998

durch das k. M. Nikolaus K. Stephanidis)
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Es sei S ein C 5-Strahlensystem des dreidimensionalen euklidischen
Raumes E3, das durch seine Mitten£Ìche OP � P�u; v� und den Ein-
heitsvektor�e3�u; v� gegeben ist.Wir betrachten noch dieMittenhÏll£Ìche
OM � M�u; v� und ein begleitendes orthonormiertes Rechtsdreibein
d � f�e i�u; v�=i � 1; 2; 3g von S.Wir nehmen an: (a) Die Punkte derMit-
ten£Ìche und derMittenhÏll£Ìche entsprechen sich eineindeutig. (b) Die
MittenhÏll£Ìche ist regulÌr, eineindeutig sphÌrisch abbildbar und hat
weder Nabelpunkte noch parabolische Punkte.
In [1] hat Hoschek reelle Zahlen �; �; '; !mit '; ! 2 �0; 2�� betrach-

tet, und denVektor �� :� PM auf der jeweiligen Mittenebene von S fol-
gender linearenTransformation untergeworfen: Man dreht denVektor ���
durch denWinkel'umMund erhÌlt denVektor ��1 und dreht sodann den
Vektor ��1 � ��� durch denWinkel ! um P. Man gelangt so zumVektor

�e� � ÿA�"ÿ B��;
wobei �" :� �e3 � �� und
A :� ÿ� sin �'� !� ÿ � sin!;B :� ÿ� cos �'� !� ÿ � cos! �1�

ist.Wir bezeichnenmit S�A;B�das Strahlensystemmit derParameterdar-
stellung

OQ��u; v;w� � ON ��u; v� � w�e3�u; v�;ON � :� OP��e�;



und mit H�S� die Klasse aller Strahlensysteme, die man auf dieseWeise
erzeugen kann.
In Arbeit [3] wurde gezeigt: Die Mitten£Ìche OP� bzw. die MittenhÏll-
£ÌcheOM � und die mittlereKrÏmmung h� des Strahlensystems S�A;B�
sind durch

OP� � OPÿA�"ÿ B�� � w��e3; �2�
OM � � OM � gradw� � w��e3; �3�

und
h� � h�B� 1� � RA; �4�

bestimmt, wobei
w� :� hAÿ RB; �5�

denAbstand desMittenpunktesP� von derMittenebene von S; h die mit-
tlereKrÏmmungvon S und 2R die Summe derHauptkrÏmmungsradien
vonM bedeuten.

2

Wirwollen diejenigenStrahlensystemeS�A;B� 2 H�S� ermitteln, deren
mittlere KrÏmmung h� oder der Abstand w� des Mittenpunktes P� von
der Mittenebene von SExtremwerte annehmen. Die Funktionen h� und
w� sind linear in � und �, also haben sie keine Extremwerte bezÏglich �
und �. Die Strahlensysteme S�A;B� 2 H�S�, die fÏr ein gegebenesWer-
tepaar ��; �� entstehen, bilden eine Untermenge S�;� � H�S�.
Es liege ein Strahlensystem S mit h2 � R2 6� 0 (fÏr h � R � 0 ist

h� � w� � 0 und die Klasse H�S� besteht aus lauter Normalen-M-Sys-
temen) und ein Wertepaar ��; �� 2 R2 ÿ f�0; 0�g (fÏr � � � � 0 ist
S�;� � fSg� vor. Aus (1), (4) und (5) ¢ndenwir

h�' � ��h sin�'� !� ÿ R cos�'� !��;
h�! � h�' � v�h sin!ÿ R cos!�; �6�

h��� � h�'! � ��h cos�'� !� � R sin�'� !��;
h�!! � h�'' � v�h cos!� R sin!�; �7�

Dh� :� h�'' h
�
!! ÿ h�'!

2 � � v�h cos!� R sin!��h cos �'� !�
� R sin�'� !��; �8�

w�' � ÿh�'';w�! � ÿh�!!;w�'' � w�'! � h�';w
�
!! � h�!; �9�

Dw� :� w�''w
�
!! ÿ w�'!

2 � � v�h sin!ÿ R cos!��h sin�'� !�
ÿ R cos�'� !��: �10�
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A. Hinreichend fÏr die Existenz eines Extremwertes der Funktion h� ist
h�' � h�! � 0; h�'' < 0 �h�'' > 0�; Dh� > 0: �11�

Aus (8) und (11, iii) folgt �� 6� 0. Das ergibt mit (6) und (11, i)

h sin�'� !� ÿ R cos�'� !� � h sin!ÿ R cos! � 0:

Wir ¢nden unmittelbar
sin'�h cos!� R sin!� � 0:

WÌre nun h cos!� R sin! � 0, so auch h � R � 0,Wiederspruch. Fol-
glich ist sin' � 0, nÌmlich ' � 0 oder ' � � und

h sin!ÿ R cos! � 0: �12�
B.Mitder Funktionw� verfÌhrtman analog und ¢ndet: Es ist' � 0 oder
' � � und

h cos!� R sin! � 0: �13�
Fall I. Es sei R � 0, d.h. S ein M-Strahlensystem.Wir orientieren das
Dreibeind, sodaÞ h > 0 wird.

A. Aus (12) folgt sin! � 0, nÌmlich! � 0 oder! � �. Durch Einsetzen
dieserWerte von '; ! in (7) und (8) erhalten wirTabelle 1.

B. Aus (13) folgt cos! � 0, nÌmlich ! � �
2 oder ! � 3�

2 und sodann
wegen (9) und (10) dieTabelle 2.

Tabelle 1

' ! h �'' Dh �

0 0 �h ��h 2

0 � ÿ�h ��h 2

� 0 ÿ�h ÿ��h 2
� � �h ÿ��h 2

Tabelle 2

' ! ! �'' Dw �

0 �
2 �h ��h 2

0
3�
2

ÿ�h ��h 2

�
�

2
ÿ�h ÿ��h 2

�
3�
2

�h ÿ��h 2
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Unter Beachtung der Beziehungen (1) folgt: FÏr jedes Wertepaar
��; �� 2 R2; �� 6� 0, gibt es genau zwei Strahlensysteme S1�A1;B1�;
S2�A2;B2� 2 S�;� , wobei

�A1;B1� � �0;ÿ��; �A2;B2� � �0;��;� :� j�j � j�j;
ist, deren mittlere KrÏmmung ein Minimum h�1 � h�1ÿ �� bzw. ein Maximum
h�2 � h�1� �� hat, und genau zwei Strahlensysteme S3�A3;B3�,
S4�A4;B4� 2 S�;� , wobei

�A3;B3� � �ÿ�; 0�; �A4;B4� � ��; 0�;
ist, deren Abstand w� der Mittenpunkte P�3;P

�
4 aus der Mittenebene von S einMini-

mum w�3 � ÿ�h bzw. einMaximum w�4 � � h hat.
Unter Benutzung der Formeln (2) und (3) erhalten wir:

OP�1 � OP� ���;OP�2 � OPÿ ���;OM �
1 � OM �

2 � OM;

OP�3 � OP� ���"ÿ h�e3�;OP�4 � OPÿ ���"ÿ h�e3�;
OM �

3 � OM ÿ ��grad h� h�e3�;OM �
4 � OM � ��grad h� h�e3�;

und ferner

PP�1
�� �� � PP�2

�� �� � PN �3
�� �� � PN �4

�� �� � � ��
�� ��;

wobeiN �
3 ;N

�
4 die Projektionen der PunkteM

�
3 ;M

�
4 auf der jeweiligen

Mittenebene von S sind. Daraus folgt:DieMittenpunkte P�1;P
�
2 der Strahlen-

systeme S1 und S2 liegen aufderGeraden g1 :� PM symmetrisch bzg. P.Die entspre-
chenden Punkte M �

1 ;M
�
2 der MittenhÏll£Ìche fallen mit M zusammen. Die

Mittenpunkte P�3;P
�
4 derStrahlensysteme S3 und S4 liegen symmetrischbzg.Paufeiner

Geraden g2, die durch Pgeht, senkrecht auf g1 steht und die Richtung �"ÿ h�e3 hat. Die
entsprechenden Punkte M �

3 ;M
�
4 der MittenhÏll£Ìche liegen symmetrisch bzg. M auf

einer Geraden g3, die durchM geht und die Richtung grad h� h�e3 hat.

Fall II. Es sei R 6� 0.Wir orientieren nun das Dreibeind, so dass R>0
wird.

A. Aus (12) erhalten wir cot! � h
R und ! 6� 0; �. Folglich muÞ gelten

h
R
� : � � const:; �14�

d.h. die Summe der Hauptdralle von Shat ein konstantesVerhÌltniss zu der Summe der
HauptkrÏmmungsradien seinerMittenhÏll£ÌcheM. An dieser Stelle sei bemerkt,
daÞ auf Grund eines Existenzsatzes von Stephanidis [4] unendlich viele
Strahlensysteme existieren, die obige Eigenschaft besitzen.
Es sei !0 :� arccot �; !0 2 �0; ��. Dann ist sin!0 � 1��������

1�� 2
p ; cos!0 �

���������
1�� 2
p . Folglich erhalten wir wegen (7) und (8) dieTabelle 3.
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B. Aus (13) erhaltenwir tg! � ÿ h
R und! 6� �

2 ;
3�
2 . EsmuÞ alsowiederum

eine Relation der Gestalt (14) bestehen. Es sei !1 :� arctg�ÿ��;
!1 2 0; �2

� � [ �
2 ; ��
ÿ

. Dann ist sin!1 � "���������
1�� 2
p und cos!1 � ÿ"��������

1�� 2
p ,

" :� sgn h. Somit erhalten wir aufgrund (9) und (10) Tabelle 4.

Unter BerÏcksichtigung der Beziehungen (1) ¢nden wir: Es sei S ein
Strahlensystem, das die Relation (14) erfÏllt. FÏr jedes Wertepaar
��; �� 2 R2; �� 6� 0, gibt es genau zwei Strahlensysteme S1�A1;B1�;
S2�A2;B2� 2 S�;�; wobei

�A1;B1� � ÿ���������������
1� �2
p ;

ÿ����������������
1� �2
p

� �
;

�A2;B2� � ���������������
1� �2
p ;

����������������
1� �2
p

� �
;� :� j�j � j�j;

ist, deren mittlere KrÏmmung ein Minimum h�1 � hÿ �R
��������������
1� �2
p

bzw. einMax-
imum h�2 � h� �R

��������������
1� �2
p

hat, und genau zwei Strahlensysteme S3�A3;B3�;
S4�A4;B4� 2 S�;� , wobei

�A3;B3�� ÿ����������������
1� �2
p ;

���������������
1� �2
p

� �
; �A4;B4�� ����������������

1� �2
p ;

ÿ���������������
1� �2
p

� �
;

Tabelle 3

' ! h �'' Dh �

0 ! 0 �
����������������
h 2 � R 2
p

���h 2 � R 2�
0 ! 0 � � ÿ� ����������������

h 2 � R 2
p

���h 2 � R 2�
� ! 0 ÿ� ����������������

h 2 � R 2
p ÿ���h 2 � R 2�

� ! 0 � � �
����������������
h 2 � R 2
p ÿ���h 2 � R 2�

Tabelle 4

' ! ! �'' Dw �

0 ! 1 "�
����������������
h 2 � R 2
p

���h 2 � R 2�
0 ! 1 � � ÿ"� ����������������

h 2 � R 2
p

���h 2 � R 2�
� ! 1 ÿ"� ����������������

h 2 � R 2
p ÿ���h 2 � R 2�

� ! 1 � � "�
����������������
h 2 � R 2
p ÿ���h 2 � R 2�
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ist, deren Abstand der Mittenpunkte P�3;P
�
4 aus der Mittenebene von S ein Minimum

w3 � ÿ�R
��������������
1� �2
p

bzw. einMaximum w4 � �R
��������������
1� �2
p

hat.
Weiter ¢ndenwir unter Benutzung von (2) und (3):

OP�1 � OP� �
��� � �"��������������
1� �2
p ;OP�2 � OPÿ �

��� � �"��������������
1� �2
p ;

OM �
1 � OM �

2 � OM;

OP�3 � OPÿ ���������������
1� �2
p �� ÿ ��"� R�1� �2��e3

� �
;

OP�4 � OP� ���������������
1� �2
p �� ÿ ��"� R�1� �2��e3

� �
;

OM �
3 � OM ÿ �

��������������
1� �2
p

�gradR� R�e3�;
OM �

4 � OM � �
��������������
1� �2
p

�gradR� R�e3�;
und ferner

PP�1
�� �� � PP�2

�� �� � PN �3
�� �� � PN �4

�� �� � � ��
�� ��;

wobeiN �
3 ;N

�
4 die Projektionen der PunkteM

�
3 ;M

�
4 auf der jeweiligen

Mittenebene von S sind. Daraus folgt:DieMittenpunkte P�1;P
�
2 der Strahlen-

systeme S1 und S2 liegen symmetrisch bzg. Paufeiner Geraden g1, die durch Pgeht und
die Richtung � �� � �" hat. Die entsprechenden Punkte M �

1 ;M
�
2 der MittenhÏll£Ìche

fallen mit M zusammen. Die Mittenpunkte der Strahlensysteme S3 und S4 liegen sym-
metrisch bzg. P auf einer Garaden g2, die durch P geht und die Richtung
�� ÿ ��"� R�1� �2��e3 hat. Die entsprechenden Punkte M �

3 ;M
�
4 derMittenhÏll-

£Ìcheliegen symmetrisch bzg.MaufeinerGeraden g3, diedurchMgehtund dieRichtung
grad R� R�e3 hat.

3

Wir wenden uns zu den Strahlensystemen, bei denen eine Relation der
Gestalt h

R � : � � cost:;R 6� 0, besteht.
FÏr dieVektorfelder �� und �" gilt bekanntlich [2, S. 178]

div �� � rot �" � ÿ2R; rot �� � ÿdiv �" � ÿ2h; �15�
also rot��� ÿ ��"� � 0. Daher ist das Vektorfeld �� ÿ ��" ein Gradient. Es
existiert somit eine Funktion f � f �u; v�, sodaÞ

�� ÿ ��" � grad f : �16�
Wir betrachten die Di¡erentialformen ! ij :�< d �e j;�e i >; i; j � 1; 2; 3,
wobei <;> das Skalarprodukt des E3 bedeutet, und bezeichnen mit
� f den zweiten Beltramischen Operator von f in Bezug auf die erste
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Grundform I � !2
31 � !2

32 von S. Aus der bekannten Formel � f �
div�grad f ), (15) und (16) folgt dann � f � div �� ÿ � div �" �
ÿ2Rÿ 2�h, also wegen (14)

ÿ� f
2R
� 1� �2:

Aus <PM;�e3> � 0 erhalten wir < dM ÿ dP;�e3>�<PM; d �e3> � 0,
welche sich wegen < dM;�e3> � 0 zu< dP;�e3> � <��;�e3> reduziert.
FÏr das Di¡erential der Funktion f erhalten wir dann
d f � <grad f ; d �e3> � < dP;�e3>ÿ �<�"; d �e3>.
Die Ergebnisse dieses Paragraphen fassenwir folgendermaÞen zusam-

men:EsseiSeinStrahlensystem, dessenSummederHauptdralleeinkonstantesVerhÌltnis
zu der Summe der HautkrÏmmungsradien seiner (nichtminimalen) MittenhÏll£Ìche M
hat. Dann ist dasVektorfeld �� ÿ ��" das Gradient einer LÎsung f � f �u; v� derDif-
ferentialgleichungÿ� f

2R � 1� �2.DasDi¡erential derFunktion f � f �u; v� istdie
Di¡erentialform< dP;�e3>ÿ �<�"; d �e3>:
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