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Strahlensysteme, die linear erzeugt werden
und Extremaleigenschaften besitzen

Von

S. S. Stamatakis

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 5. Mirz 1998
durch das k. M. Nikolaus K. Stephanidis)
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Es sei S ein C°-Strahlensystem des dreidimensionalen euklidischen
Raumes F?, das durch seine Mittenfliche OP = P(#,7) und den Ein-
heitsvektor e3(#, ) gegeben ist. Wir betrachten noch die Mittenhiillfliche
OM = M(u,») und ein begleitendes orthonormiertes Rechtsdreibein
9 = {e:(u,v)/i =1,2,3} von §.Wir nehmen an: (2) Die Punkte der Mit-
tenfliche und der Mittenhtillfliche entsprechen sich eineindeutig. (b) Die
Mittenhillfliche ist regulir, eineindeutig sphirisch abbildbar und hat
weder Nabelpunkte noch parabolische Punkte.

In [1] hat Hoschek reelle Zahlen pu, v, ¢, w mit ¢, w € [0, 27) betrach-
tet, und den Vektor § : = PM auf der jeweiligen Mittenebene von § fol-
gender linearen Transformation untergeworfen: Man dreht den Vektor 110
durch denWinkel ¢ um Mund erhilt denVektor 61 und dreht sodann den
Vektor 61 + v6 durch den Winkel w um P. Man gelangt so zum Vektor

¢" = —AE — B,
wobei € : = ¢3 X 6 und
A= —psin(p 4+ w) —vsinw, B:= —pcos (¢ + w) —vecosw (1)
ist. Wir bezeichnen mit §(A, B) das Strahlensystem mit der Parameterdar-
stellung

OQ*(u,v;w) = ON*(u,v) + wes(u,v), ON* : = OP +¢*,
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und mit H(S) die Klasse aller Strahlensysteme, die man auf diese Weise
erzeugen kann.

In Arbeit [3] wurde gezeigt: Die Mittenfliche OP* bzw. die Mittenhiill-
fliche OM * und die mittlere Kriimmung 4* des Strahlensystems .S (A, B)
sind durch

OP* = OP — A& — B6 + w'es, (2)
OM* = OM + gradw™ + w™e3, (3)
und
h* =h(B+1)+ RA, (4)
bestimmt, wobei
w* = hA — RB, (5)

den Abstand des Mittenpunktes P* von der Mittenebene von S, 4 die mit-
tlere Krimmung von §und 2R die Summe der Hauptkrimmungsradien
von M bedeuten.

2

Wir wollen diejenigen Strahlensysteme §(A, B) € H(S) ermitteln, deren
mittlere Krimmung 4" oder der Abstand »* des Mittenpunktes P* von
der Mittenebene von § Extremwette annehmen. Die Funktionen 4* und
w* sind linear in p und v, also haben sie keine Extremwerte bezuglich
und v. Die Strahlensysteme §(A, B) € H(J), die fiir ein gegebenes Wer-
tepaar (j, V) entstehen, bilden eine Untermenge § .., C H(S).

Es liege ein Strahlensystem § mit 4> + R* # 0 (fir h= R =0 ist
h* =w* = 0 und die Klasse H(S) besteht aus lauter Normalen-M-Sys-
temen) und ein Wertepaar (u,v) € R* — {(0,0)} (fiir p=v =0 ist
Suv = {S5}) vor. Aus (1), (4) und (5) finden wir

b, = plhsin(p + w) — Rcos(p + w)], ©
hi,=h, +v(hsinw — R cosw),
by = b, = plhcos(p +w) + Rsin(p + w)],
how = b, +o(hcosw+ Rsinw),

(7)

Db* = hi, b, — b;wz = po(hcosw + Rsinw)[hcos (¢ + w)

+ Rsin((p + w)],
w;:_b;Ww::_bZ)w7w;w:w;w:/?;’w:M:b::7 9)

Dw™ i=wi i, — w:;wz = po(hsinw — R cosw)lhsin(p + w)

— Rcos(p + w)]. (10)

S



Strahlensysteme, die linear erzeugt werden 5

A. Hinreichend fiir die Existenz eines Extremwertes der Funktion ™ ist
/7;:/?2:0, /y:w<0 (/y:w>0), Dh* > 0. (11)
Aus (8) und (11, iii) folgt pv # 0. Das ergibt mit (6) und (11, i)
hsin(p +w) — Rcos(p +w) = hsinw — Rcosw = 0.
Wir finden unmittelbar
sin p(hcosw + Rsinw) = 0.

Wire nun s cosw + Rsinw = 0, so auch » = R = 0,Wiederspruch. Fol-
glich ist sin ¢p = 0, ndmlich ¢p = 0 oder ¢ = 7 und

hsinw — R cosw = 0. (12)
B. Mit der Funktion »* verfihrt man analog und findet: Esist o = 0 oder

¢ = mund
hcosw -+ Rsinw = 0. (13)

Fall I. Es sei R =0, d.h. § ein M-Strahlensystem. Wir orientieren das
Dreibein &, sodalB3 / > 0 wird.

A. Aus (12) folgt sin w = 0, nimlichw = 0 oder w = 7. Durch Einsetzen
dieser Werte von ¢, w in (7) und (8) erhalten wit Tabelle 1.

Tabelle 1
© w b, Dh*
0 0 wh uvh?
0 T — b uvh?
s 0 —ph —puvh?
T T wh —uvh?

B. Aus (13) folgt cosw = 0, nimlich w =% oder w = ¥ und sodann
wegen (9) und (10) die Tabelle 2.

Tabelle 2
¥ w w,*w Dw*
0 z wh uvh?
3
0 g —uh uvh?
7r 2
i > — b —uvh
3
T g wh —uvh?
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Unter Beachtung der Beziehungen (1) folgt: Fir jedes Wertepaar
(u,v) € R® uv # 0, gibt es genan zwei Strablensysteme  S1(A 1, B1),
SQ(A 2, Bz) S 5‘“71,, wobei

(Al,Bl) = (Ov—A)a (A27BZ) = (Oa A)aA F= |,LL| + |V|a

ist, deren mittlere Kriimmung ein Minimum by = h(1 — N) bzw. ein Maxcinum
by =h(1+AN) hat, und genan zwei  Strablensysteme  S3(A s, Bs),
S4(A 4, B4) € SM,U’ wobei

(A 3 B3) == (_A) 0)7 (A 4y B4) - (A7 O>7
ist, deren Abstand w* der Mittenpunkte P, P} ans der Mittenebene von S ein Mini-

i w’y = — N bz ein Macimmm w}, = N b hat.
Unter Benutzung der Formeln (2) und (3) erhalten wir:

OP} = OP + Ab,OP; = OP — A6, OM} = OM; = OM,
OP% = OP + A(2 — Je3), OP}; = OP — A(¢ — Jes),
OMj; = OM — N(grad h + hes), OM; = OM + A(grad b + hes),

und ferner

)

|PP}

= |PP3

= [PN}

= [PN]

— Al

wobei N7, N die Projektionen der Punkte M7, M auf der jeweiligen
Mittenebene von S sind. Daraus folgt: Die Mittenpunkte P, P’ der Strablen-
systeme S| und S o liegen aufder Geraden g1 © = PM symmetrisch bzg. P. Die entspre-
chenden Punkte M7, M der Mittenhiillflache fallen mit M zusammen. Die
Mittenpunkte P%, Py der Strablensysteme S 3 und S 4 liegen symmetrisch bz.g. Pauf einer
Geraden g2, die durch P gebt, senkerecht anf g stebt und die Richtung € — be s hat. Die
entsprechenden Punkte M, My der Mittenbiillfliche liegen symmetrisch bzg. M auf
einer Geraden g3, die durch M gebt nnd die Richtung grad h + be s hat.

Fall IL Es sei R # 0.Wir orientieren nun das Dreibein &, so dass R>0
wird.

A. Aus (12) erhalten wir cotw = /ﬁ und w # 0, . Folglich muf3 gelten
— =: \ = const., (14)

d.h. die Summe der Hanptdralle von S hat ein konstantes Verbiltmiss gu der Summe der
Hauptéeriimmmungsradien seiner Mittenbiillfliche M. An dieser Stelle sei bemerkt,
daB auf Grund eines Existenzsatzes von Stephanidis [4] unendlich viele
Strahlensysteme existieren, die obige Eigenschaft besitzen.

Es sei wy : = arccot A\,wy € (O, 71'). Dann ist sinwgy = ﬁ,coswo =

\/1_%:5\7' Folglich erhalten wir wegen (7) und (8) dieTabelle 3.
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Tabelle 3
® w b Dh*
0 wo uvh? 4+ R? uv(h* + R?)
0 wo+T —puVh? + R? w(h? + R?)
T wo —uvh? + R? —pv(h? 4+ R?)
T wo+ uvVh? 4+ R? —uv(h* + R?)
B. Aus (13) erhalten wirtg w = — %und w#7, 37“ Es muB also wiederum

eine Relation der Gestalt (14) bestehen. Es sei wq := arctg(—A\),

wi € [0’75r) U (g’ﬂ]' Dann ist sinw; = 54/-\/\2 und coswq :—_;3\2’

€ : = sgn /. Somit erhalten wir aufgrund (9) und (10) Tabelle 4.

Tabelle 4
%) w Wy, Dw*
0 Wi eu/h? + R? uv(h?® + R?)
0 wi+m —ep/h* + R2 uv(h* + R2?)
T wi —epuv/h? + R2 —pv(h* 4+ R?)
™ wy+m eu/h? + R? —pv(h? 4+ R?)

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (1) finden wir: Es sei § ein
Strahlensystem, das die Relation (14) ertillt. Fiir jedes Wertepaar
(u,v) € R* uv # 0, gibt es genan zwei Strahlensysteme S1(A1, By),
SQ(A 2, Bz) S 5‘“7,/, wobei

g B)_< A —AA)
1,P1) — \/1+)\27\/1+)\27
A AA
(A27B2)_<\/1+)\27\/1+)\2>7A_’M‘+|V’7

ist, deren maittlere Kriimmmng ein Minimum b} = h — ARN'1 4+ X2 bzw. ein Max-
imum by = b+ ARN1 + X2 hat, und genan wei Strablensysteme S3(A 3, B3),
S4(A4,By) € S v, wobei

o B)_( AN A >(A B)_< Mo A )
SR NV e eV e Ty A NV e e e A
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ist, deren Abstand der Mittenpunkte P, Py aus der Mittenebene von S ein Minimum
w3 = —N RN+ A2 bzw. ein Macimum w4 = N RN/1 4 N2 hat.
Weiter finden wir unter Benutzung von (2) und (3):
. MN+E — Ao+ ¢
OP] =0P+ A———,0P; = OP — A ———,
1 Vita o ? VI+AZ
OM; = OMj} = OM,
S A

OpF — _ S_ = 2\-
OP% = OP \/1+—A2[6 AE+ R(1+ M\)es),
- A _

OP} = OP + ——1[6 — Ae + R(1 + A\?)e5],

V14 A2

OM: = OM — AV1 + X2(grad R + Re3),
OMj = OM + AV1 + A%(grad R + Res),
und ferner
|PP| = |PP3| = [PNj| = [PNj| = Al4],

wobei N7, Ny die Projektionen der Punkte M3, M auf der jeweiligen
Mittenebene von S sind. Daraus folgt: Die Mittenpunkte P, P’ der Strablen-
systeme Sy und S o liegen symmetrisch bz, Pauf einer Geraden g |, die durch P gebt und
die Richtung X 6 + € hat. Die entsprechenden Punkte M7 , M7 der Mittenhiillfliiche
fallen mit M zusammen. Die Mittenpunkte der Strablensysteme S 5 und S 4 liegen sym-
metrisch bzg. P anf einer Garaden g,, die durch P gebt und die Richtung
8 — Ne + R(1 + A?)es hat. Die entsprechenden Punkte My, M} der Mittenbiill-
[léiche liegen symmetrisoh bz.g. M aufeiner Geraden g +, die durch M gebt nnd die Richtung
gud R + Res hat.

3

Wir wenden uns zu den Strahlensystemen, bei denen eine Relation der
Gestalt% =: X = cost., R # 0, besteht.
Fiir die Vektorfelder 6 und € gilt bekanntlich [2, S. 178]

div = rot& = —2R, rot 6 = —divé = —24, (15)
also rot(§ — A&) = 0. Daher ist das Vektorfeld & — A& ein Gradient. Es
existiert somit eine Funktion / = f(#,7), soda3

6 — A& = gradf. (16)

Wir betrachten die Differentialformen wy : =<dej,¢; >,1,j = 1,2, 3,
wobei <, > das Skalarprodukt des E° bedeutet, und bezeichnen mit
A f den zweiten Beltramischen Operator von f in Bezug auf die erste
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Grundform I = w3, + w3, von S. Aus der bekannten Formel A f =
div(grad £), (15) und (16) folgt dann Af =divd — Adivée =
—2R — 2)h, also wegen (14)

Af_ 2

T =14+ A"
Aus <PM, e3> = 0 erthalten wir <dM — dP, e3> + <PM,de;> = 0,
welche sich wegen <dM, e3> = 0zu <dP,e3> = <0,e¢3> reduziert.
Fur das Differential der Funktion [ erhalten wir dann
df = <gradf,des> = <dP,e3> — A<&,de3>.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen fassen wir folgendermafien zusam-
men: Fssei S ein Strablensystems, dessen Summe der Hanptdralle ein konstantes Verbéltnis
u der Summe der Hantkriimmungsradien seiner (nicht minimalen) Mittenbiillftéche M
hat. Dann ist das V/éfmfe/d & — AE das Gradient einer 1ésung f = f(u,v) der Dif-

Jerentialgleichung — 55 = 1 + N2 Das Difrential der Funktion f = f(u, v) ist die
Diferentialform < dP, 23> — A<E,des>.

Literatur

[1] Hoschek, J.: Offnungsstrecke und Offnungswinkel geschlossener Kongruenzfli-
chen. Math. Nacht. 60, 35-42 (1974).

[2] Hoschek, J.: Liniengeometrie. Ziirich: Bibliographisches Institut 1971.

[3] Koltsaki, P., Stamatakis, S.: Uber eine von J. Hoschek erzeugte Klasse von Strahlen-
systemen. Manuscripta Math. 55, 359-372 (1986).

[4] Stephanidis, N. K.: Existenzfragen fiir Strahlensysteme. Arch. Math. 14, 430—440
(1963).

Anschrift des Verfassers: S. S. Stamatakis, Mathematisches Intitut der Aristoteles
Universitit von Thessaloniki, GR-54006 Thessaloniki.



