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q-Catalan- und q-Motzkinzahlen
Von

J. Cigler

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 25. Mirz 1999
durch das w. M. Johann Cigler)

Herrn Prof. Dr: 1. Schmetterer zum 80. Geburtstag gewidmret

Summary

Inspired by ideas of [1] and [3] this paper wants to give new insights into some q-analogs
of Catalan und Motzkin numbers.

1

Sei W, die Menge aller Worter x;, x;, . . . x; der Linge n tiber dem Alpha-
bet {x_1, X0, X1, X2, . . .}, welche iy +4 + + - 4+ 7, < —1fiiralle & > 1 erfiil-
len (vgl. z.B. [7] oder [9]). Diese Worter lassen sehr unterschiedliche
kombinatorische Deutungen zu. Wir wollen sie hier als positive Gitter-
wege von (0, 0) nach (7, — Z;.’: | ;) interpretieren. Dabei entspricht dem
Symbol x_; ein ,,Aufstieg” (1, 1) der Hohe 1 und jedem anderen x; ein
»Abstieg” (1,1 —7) der Hohe 1 — 7 Wir ordnen nun jedem Buchstaben x;
ein Gewicht w(x;) € N zu, wobei w(x_;) = 1sei. Die ,,H6he" eines Wortes
XXy oo e X, sei die Zahl Q, = b(X,‘l .. ‘Xin) == —(21 + -+ Zﬂ) — 1.
Dann ist o, + 1 die Hohe des Gitterweges an der n-ten Stelle. Unter dem
Gewicht eines Wortes wollen wir das Produkt des Gewichts der Buchsta-
ben und der g% verstehen; genauer sei

u/(le .. 'Xz},) = y/(xl-l) .. .w(xj”)qa1+”2+'”+a”. (1)

Ahnliche Gewichte wurden auch in [9] oder [10] betrachtet.
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Aus (1) ergibt sich sofort, dal3

— i
JJ/(X,'l e e XXy e .X,‘n) =4 * lk“ij/(XZ'1 e X Xy e 'Xiﬂ) (2)
gilt.
Das legt es nahe, jedem Wort x;,x;, ... x;, das entsprechende Wort
O,z ... X)) =i )i, - - -, in den Symbolen y; zuzuordnen, welche
die g-Kommutationsregeln

20, =4 Ty (3)
erfullen.
Speziell gilt dann y_4 3,1 =¢"y,—1 y_1, wobei r > 1 sei.
Nun kann man den g-binomischen Lehrsatz ([11], [4]) anwenden und
erhilt

(g1 +y1)' = Z [é] E e e
7

£=0

Daraus lassen sich sehr einfach einige niitzliche Hilfsresultate ableiten:
Bezeichnet man mit 1/, ;. die Menge aller Worter, in welchen £ Symbole
x,—1und #—4£ Symbole x_; vorkommen, so ist also

n n—
o(Vin) = | o] vt ),
7

Man rechnet leicht nach, dal3
) = g0 (2)

gilt.

Interpretiert man ein Wort aus 17, . als einen (nicht notwendig positi-
ven) Gitterweg von (0, 0) nach (i, #—7£), so ergibt sich also, dal3 das
Gewicht dieser Wege gegeben ist durch

(Vi) = m (90, (4)

Als weiteres Hilfsmittel fiir spiter berechnen wir das Gewicht der
Menge Uy .. aller positiven Gitterwege von (0, (r — 1)£) nach (& + x, x)
fir ein x > 1, welche mit einem Aufstieg beginnen und genau £ Abstiege
haben. Jedem solchen Weg entspricht ein Wort der Form x_q2 wobei
» € Vg4 1, ist. Daher ist nach (4)

x+k—1 —
w(U) = || it )
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und wegen w(x_jx % | x¥71) = 7 "V00) (man beachte, daB der erste
Punkt des Gitterweges die Hohe ¢ — 1)& + 1 besitzt) gilt also

#(Us) = ¢+ 0) [” ‘- 1] | )

q/‘

Sei nun A(n,x) das Gesamtgewicht der Menge W, (x) aller Worter
2 €W, der Hohe h(3) = a,=x —1, d.h. der positiven Gitterwege von
(0, 0) nach (n, x). Fir diese Zahlen gelten die folgenden wichtigen Bezie-
hungen:

A x) =g (A —1,x=1)+ Y _w(x)A(n—1,x+4)) (6)

>0

und

Anyx+y) = ZAn—/ex (£,9)g" (7)

mit den Randbedingungen
A (ﬂ, O) = 040 U.Ild A (0, /é) = (S,@’(). (8)

Denn fiir oy, ...x;, =35, € W(x) st w(ogx, .. .x;) =
w(zx;) = w(z)w(x; )g* "' mitz € W (x +i,), woraus sich (6) ergibt.
Ist x;, 5, . .. x;, = 53 € W,(x + y), wobei s das lingste Anfangsstuck
des Wortes ist mit s € IV,(x), so ist z € W,( ) und w(sz)=w(EwE)g",
wobei £ die Linge von g ist. Daraus folgt unmittelbar (7).

2

Als Beispiel betrachten wir den Fall, wo w(x_) = w(x,_;) = 1fireinr>1
ist und alle anderen Buchstaben das Gewicht O haben. Wir sprechen kurz
von Wortern vom Typ r.

Bezeichnen wir das entsprechende Gewicht von W, (x) mit A (n, ),
so gilt also

AV, x) =AY =1, x = 1)+ AV =1, x+r—1)). (9)
Fur r =2 ergibt sich

10 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 7 0 0 0 0
(AP e =0 4 0 000
0 0 7’2, 0 £ 0 0
0 ¢*+4' 0 Bl 0 4" 0
0 0 P20+ +4 0 JHE. 0 4P
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Im Fall g=1gilt A” gn+ x, x) = G, (x, ), wobei

G”(X, r) __x (rﬂ + x)

rm 4+ x n

die Gouldpolynome bezeichnet, weil beide Ausdriicke die Anzahl der
positiven Gitterwege von (0, 0) nach ¢z + x, x) zdhlen (vgl. z.B. [5]).
Dieser Zusammenhang bleibt auch beim Ubergang zu den g-Analoga
sinngemaf} erhalten.

Unter den q-Gouldpolynomen G,(x, r, ¢) verstehen wir die Funktio-
nen, die durch

Gix+1,r,9) — G,x,r,q9) = ¢°G,—1(x+r,r,q) (11)
und die Randbedingungen
G()(Xﬂ’vq) = 17Gﬂ(07719) = 0n0 (12)

eindeutig festgelegt sind (vel. [5]).
Z.B.ist furr=2

1 1 1
0 1 144

(Gu(k,2,9)) = | © 1+¢ 1+204+ 47+ ¢
0

1429+¢F+¢ 1+3¢+37+3¢+24" +4° +4°

Zum besseren Verstindnis bemerken wir, dal3 die q-Gouldpolynome die
positiven Gitterwege von (0, 0) nach (24 x,x) mit dem folgenden
Gewicht versehen: Wir kbnnen ein Wort x; x;, ... x; . mit # Abstiegen
x,_1eindeutig durch die Folgey, . . . coe; der Hohen jener # Anfangsworter
beschreiben, die mit einem Abstieg enden. Diese erfiillt 0 < ¢ <x und
G<e+tr—1

Mit diesen Bezeichnungen gilt

Gy, q) = g™ (13)
Denn sei H,(x,7,¢q) = ¢+ 1. Dann ist
H,(x+4+1,r,q9) = H,(x,r,q9) + ¢"H,—1(x 4+ r,7,q)

erfullt, weil beide Seiten das Gewicht der Folgen ¢, . . . coey mit o <x +1
messen. Die Randbedingungen sind trivialerweise erfillt.
Daraus ergibt sich

~

A(r)(rﬂ + x,x) = q”(;)""(z) G,(x,r,q"). (14)
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Zum Beweis bemerken wir zunichst, daB APz, x)#0 nur fiir
7= x(mod r) moglich ist, wie sofort aus (9) folgt.

Seinun f(n,x) :=¢q 6)-() 40 (rn + x, x).
Dann ergibt sich ebenfalls aus (9)

f(”ax+1) _f(”7x) :qrxf(”_LX"i_r)'

Ein Vergleich mit (11) liefert dann das behauptete Resultat.
Speziell ergibt sich

AOm+1,1) = ¢"O i) (15)

wobei die C7(g) die in [5] betrachteten verallgemeinerten q-Catalanzah-
len sind.

3

Wir wollen nun im Fall r =2 ein g-Analogon von zwei wohlbekannten
Catalandreiecken ableiten:

Wir zerlegen die positiven Gitterwege von (0, 0) nach (2(m +n) + 1,1)
in die Wege von (0, 0) nach (27+1,27+1) und die Restwege von
(2n+1,27+1) nach (2(m +n) + 1, 1), die wegen der Symmetrie zwischen
Aufstiegen und Abstiegen dasselbe Gewicht wie die positiven Wege von
(0,0) nach (2 41,274 1) haben. _

Fiir die Gewichte gilt ¥ AP 2n+12/4+1) g7 APCm +1,2i+1) =
AP 2m 4 2141,0), weil das Gewicht des Punktes (27+1,2/+1) in der
Summe doppelt gezihlt wird.

Das kann auch folgendermal3en formuliert werden:

Sei C,.;(q) = AP (2n+1,2i+1). Dann ist Cy; = &, und

S Clg) Cui@)g T = Crinolg) = 77'C2(g%) oder in
Matrixform

Coo O 0 .. Coo C1o C20 - Coo Cio Copo -
0o &u S

Cl,O C171 0 ... Ve Ve C1_’0 C270 C370

Cop Cop Cop .o 0 0 % | G G Cap -

(16)

Die C; ;lassen sich auch durch eine einfache Rekurrenz beschreiben.
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Da jeder Weg, der in (27+1, 1) endet, entweder tiber (27— 1, 1) oder
tber (27— 1, 3) gehen muf, ist
Cho=qCh—10+ qCh-1.1

und analog ergibt sich fiir /> 1, dal} jeder Weg nach (2#+1,2/+1) mit
X101, XX, XX 1, X_1x_q enden mul3. Daher ist

Cri=q" "N Crri1+ M+ A)Cr1i + 4 Crrinr)-
Z.B. ergibt sich

1 0 0 0
3 0 0

Cot)y = 1 1
( k)(i qz +q4 q4+q6 +q8 qltl LZ)

q3+2q5+q7+q‘) qS+2q7+zq9+2qll+ql3+ql5 qll+ql3+ql5+ql7+ql‘) ql
Speziezll rechnet man sofort nach, daB3 €, , = q”(Z”H) und daher
(CM) qu” = q4” ist. Daher ergibt sich
n—1
4y i
n—1
det(Civjn); mo =9 T - (17)

Beachtet man (15), so ergibt sich schlieflich fir die Hankelmatrix
der Carlitzschen g-Catalanzahlen (C?(g)), die durch

Ciﬂ(?) = Z gkci@)cf(@
k+I=n
und C%(q) = 1 definiert sind (vgl. [8]), die Gleichung

B 2121 = (”21) #r1) (4—1)
det<C;'2+/(4))z‘./:o =q ! =q ° (18)

Interessant ist auch die folgende Tatsache, die sich sehr einfach bewei-
sen 1aBt und wahrscheinlich bekannt ist. (Man vgl. [1], wo etwas dhnliches
fur Motzkinzahlen gemacht wird).

Cn—l,iCn,‘/ - Cﬂ,iCﬂ—l,j (19)
ist fur 0 </ <;ein Polynom in ¢ mit nicht negativen Koeffizienten.
Das zeigt man leicht mit Induktion nach n.
Fur1 <:/<jist zu zeigen, dal3
(Crrin+ (1 + )G+ 7 Cr1i01) (Gt + (1 + )Gy 4+ 4°C 1)
— (G + (U + )Gy + 7 Coa 1) (Crin + (1 + ) Coi + 47 Crinr)

nichtnegative Koeffizienten als Polynom in q hat. Das ist fir 7/ + 2 < jklar.
Firj =i+ 1brauchen wir blof dieTerme mit C, ,C,,_; ;-1 und C, ;11C,—1
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extra betrachten Hier ist zu zelgen dal3 der Ausdruck (1+4 )ZC,, 1
Cn Li+1 +q Cn 1 z+lCn i (1 +q ) Cn 1 z+1Cﬂ / =+ q Cn 1 ZCﬂ i+1 nichtne-
gatlve Koeﬂizwnten hat. Das ist aber klar, weil er in der Form
[(1+4 ) ] [Cr=1,Chi1 —Com1,41C, ;] geschrieben werden kann.
Der Fall /= O , /> 0 ist noch einfacher.

Als Korollar ergibt sich fiir die q-Catalanzahlen C?(g):

Cr(@)Chi(g) — (CHg)) (20)

hat nichtnegative Koeflizienten.
Denn diese Aussage ist dquivalent damit, daf3

Cr1,0(Cro+ Cp1) — Coo(Crm1 0+ Cuet 1)

nichtnegative Koeffizienten hat. Diese ist aber nach obigem klar.

4

Ganz analog zeigt man, dal3 sich jeder Weg von (0,0) nach 27+ 27 4 1,1)
in einen Weg von (0, 0) nach (27,2/) und einen Restweg von (2#,2/) nach
2n+2m—+1, 1) zetlegen liBt. Das Gewicht aller Restwege ist
AP @m+ 2,24). Folglich gilt.

ZA (21,2d)g 2 AP (2m 4 2,2i) = AP 2m + 204 1,1).

Setzt man nun D, ; =43 (2n,27), so ist Dy ;= 6y, D, 0= 0,0 und
D,y =A% (21,2) = AP (20 4+1,1) = ¢"Ci(g7).
Daher ergibt sich
Z Dﬂ,iDm,iq_2i+1 =Dyyn-11- (21)
=1

Das kann wieder als eine entsprechende Matrixgleichung geschrieben
werden, wo rechts eine Hankelmatrix mit q-Catalanzahlen auftritt.
Fir die D, ; zeigt man wie oben, dal3 die Rekurrenz

D, =¢"(Dy1j0+ (1 +¢)Dyri+ ¢ Dyrjr)n > 0,0 > 1
gllt mit D(),': 601' und DnO = 6”0.

Bemerkung. FEine dhnliche Rekurrenz wurde auch in [5], (1) gefunden.
Haben die C,; (2 ) die dort angegebene Bedeutung, so leitet man leicht ab,
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dal} die obige Aussage dquivalent ist mit
2) (2) —i+1 _ ~(2)
Z C C - - Cm+n—1a

wobei rechts wieder die tiblichen q-Catalanzahlen von Carlitz auftreten.

Man rechnet wl%der leicht nach, daBl D,, =g¢ 450731 ynd daher
D? 4721 = 41" ist. Daher ergibt sich fiir dle Hankelmatrix der D,
die Gleichung

det(Dijm1,1); o1 = ¢

Daraus ergibt sich wieder fiir die Catlitzschen g-Catalanzahlen die
Identitit

n(n—=1)(4n+1)

det(szJr/ 1(4))7,_/:1 =q ° - (22)

Bemerkung. Durch die Gleichungen (18) und (22) fiir alle # sind die
q-Catalanzahlen eindeutig festgelegt. Das verallgemeinert die bekannte
Tatsache, dal3 fur g=1 die entsprechenden Hankelmatrizen die Deter-
minante 1 besitzen und dal3 diese Eigenschaft die Catalanzahlen cha-
rakterisiert.

5

Fir »> 2 gibt es kein direktes Analogon zu (21), weil die Situation nicht

mehr symmetrisch ist. Die entsprechenden Matrizen spielen aber auch

hier eine wichtige Rolle. Dazu beachten wir, dal3 jeder positive Gitterweg

von (0, 0) nach (/24 x, x) Uber einen eindeutig bestimmten Punkt der

Form (rn, ri) = (r (n — i) + ri, i) verlduft. Der Restweg liegt dabeiin 17, ;.
Aus (4) folgt daher

A() (rn + x, x) ZA( i) - g™ q(xri)XH(;)(X?).[x] =
.

.” A(’)(m,rz')-q(z)“(é).[x} .
)
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Setzt man D,(;Z) = AU (rn, ri), so endet jeder Weg von (0,0) nach (2, /)

mit einem Wort aus [ ., 0 < &£ <r. Bei festem £ ist

w(V,i) = {r} (1)) ra-n, (24)

’ k],

Dabher gilt

P =3 [1] o I g g

£=0 q
und schlieBlich
D) =43 M DY, =1z

£=0 q"

mit D}(:()) = 6;1’0 LlIld D(()tl) = 6(),1'.

Bemerkung. Man kann dadurch auch einen anderen Zugang zu den
Ergebnissen von [5] erhalten. Dort wurde in Gleichung (4) in etwas

anderer Notation C ) (q) = G,—i(ri,r, q)q’(é) betrachtet. Unter Verwen-

dielinkeSeiteist.A ") (rz, i) = ") C, (v, r,q7) =¢"®) C,S;) (7).
Nun wollen wir die Situation, die zu (21) fiihrte, auf andere Weise ver-

allgemeinern. Jeder Weg von (0,0) nach (r# + rm +1,1) 148t sich zerlegen

in einen Weg von (0, 0) nach (17, r7) und einen Restweg von (17, i) nach

(rn + rm +1,1).Wir wollen nun das Gewicht E, ‘1, des Restweges bestim-

men.

Dann gilt in Analogie zu (21) fir > 1

dung von (14) sieht man nun sofort, dal} D,(;Z? = q”(g) C ,S') (¢7) gilt. Denn

STDVED = A0+ n = 1) +1,1)
p / (25)

= AD(r(m+n—1),r) =D, 4.

E ,(21 ist das Gewicht aller positiven Wege von (0, 7/) nach (r(m — 1) + 1, 1).
Ein solcher Weg hat 7 —7+1 Abstiege und (r —1)(m —1)+1 —7 Auf-
stiege. Das grofite 7z, fiir welches ein solcher Weg existiert, ist /=
(r—1(m —1)+ 1. Das zu einem solchen Weg gehorende Wort beginnt
mit einem Anfangswort aus 1 .. Da der Weg auf der Hohe 77 beginnt,

ist also nach (4) das Gewicht aller solchen Wege mit £ Abstiegen gegeben
r%i[r =12kt r(%
durch ¢ [é]qr gk,
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Somit ergibt sich die folgende Rekursionsformel

E(r) = quj+ (2) Z [;} qr(é) ﬂZkEi:)fl‘,z‘kav”f 22,
y

£=0
mit den Randbedingungen E ) = 61, und E( ) =0 fir/<0.

Man beachte, dal3 sich fiir » > 2 keine Dre1ecksmatrlzen mehr ergeben.
Im Fall » = 2 rechnet man leicht nach, daf3 hier E( ) (Dm 'Jq¥ 1) gilt,
sodal (21) ein Spezialfall von (25) wird.

6

Wir wollen noch auf eine andere Darstellung der Gewichte 4 D4 x,%)
hinweisen.

Dazu suchen wir in jedem Weg von (0, 0) nach (72 + x, x) den letzten
Abstieg, vor welchem genau (r — 1)z Aufstiege liegen. Dieses Anfangs-
stiick hat also (» — 1)z Aufstiege und eine gewisse Anzahl von Abstiegen,
die wir in der Form 7 — £ schreiben. Das Gewicht aller dieser Anfangs-
stiicke ist AP (m — £, (r— 1)&) Der Restweg ist ein Weg von (0, (r — 1)£)
nach (£ + x, x), der mit einem Aufstieg beginnt und genau & Abstiege
besitzt.

Aus (5) folgt daher

AVt ,%) ZA(’ n—k r—l)é)q“1)(k¥’)+(z)r+:_l]q,.

(27)

Wir wollen jedoch auf diese Entwicklung hier nicht niher eingehen, weil
analoge Dinge bereits in [6] mit anderen Methoden behandelt wurden.

7
Sei nun W, ¢ (x) die Menge aller \X/orter der Gestalt (x_;)*™ €W, (x).
Dann ist W,(x) = W, o(x). Fir (x_ O x; 2 €W, e—1 zeigt man leicht die

Identitit u/((x_1) iz) = w(se)ge D)~ (Iﬂ)u/((x_ﬁ/< Zz).
Sei nun Ag (1, x) = w(W, £(x)). Es ergibt sich

Ag(mx)=Ap1(n,x) Zw gF D= ((H)A,éfifl(ﬂ—LX).

>0

(28)
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Mit Induktion 148t sich daraus eine explizite Darstellung der Koeffizien-
ten ag; in

Ak(ﬂ, X) = ﬂ/akA <ﬂ, X) + Ll/g’,%_p/l (ﬂ - ],X) + -+ ﬂkoA (ﬂ - /é,X)
(29)
ableiten. Setzt man

£

Se(x) = aw’, (30)

=0

so verifiziert man sofort die Rekursion
; _1)— (1
Se(x) = (v = ¢ w(x0)) S (%) — Zq(/m(é v-(s )W(Xz)fle—z‘—1 ().

) (31)

Im Fall der Worter vom Typ r reduziert sich das auf

$0() = 580, () — 0= C)s 0 (). (32)

Daraus ergibt sich nach leichter Rechnung

50() = 3 (=1)g()74(2) [ - %] o

SO = Y (—1)(”%/0[/”71 R CONCIES

£=n(mod r)

Man kann die 4, also sehr einfach berechnen. Es stellt sich heraus, daf3
die Matrix dera,, im wesentlichen die Inverse der Matrix der .4 (n, £) ist.
Genauer gilt

-1
E+1

(000), 12 = (H DAt 1,4+ 1)) N

k>0
Denn nach (29) ist S¢awA(i+1,7+1) = Ag(k+1,/+1) =
q(kf)é/ej, weill Wiy = {x_yx_q...x_q} ist und daher Az(k+1,x) =
q(%l) fur x =4+ 1und sonst 0 ist.
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Im Fall r = 2 ergibt sich daher z.B. als Inverse der Matrix

([GﬂA®@+Lk+U>

6

0

die Matrix
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
—q 0 1 0 0 0 0
0 —q[2] 2 0 1 0 0 0 (35)
q° 0 —q[3],2 0 1 0 0
0 ¢[l, 0 —g4, 0 10
—q" 0 q(’[g]qz 0 —q[S]qz 0 1
(Man vergleiche mit (10)).
9

Als nichstes Beispiel wihlen wir auf W,(x) das Gewicht, das durch
w(xo) = w(x)) = Lund w(x) =0, 7> 1, gegeben ist. Wir betrachten also im
wesentlichen Motzkinworter, d.h. positive Worter mit den Buchstaben
x_1,X0,x1. Bezeichnen wir das Gesamtgewicht der Motzkinworter der
Linge n mit B(n, x), so gilt also

B(n,x)=¢""'(B(n — 1,5 — 1) + B(n — 1,x) + B(n — 1,x +1)). (36)

Die Matrix (B(n, #)) beginnt daher folgendermal3en:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 g 0 0
0 1+gq q+q 7 0
0 1+2¢+¢ g+2¢+3+4¢" ¢P+4'+4 ¢
0
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Die entsprechenden g-Motzkinzahlen M,(q) = B(z+1, 1) sind gegeben
durch die Folge

(L1 4+, 142+ ¢ 1+30+3¢ + 4 + 4,1+ 49+ 64 + 47’
+35 +24° +4°,...)
Aus (0) und (7) ergibt sich die folgende Rekurrenzrelation
B(n+1,1) = B(n,0) + B(n,1) + B(»,2) = B(n,1) + B(n,1 + 1),d.h.

B(n+1,1) = B(n,1) + iB(ﬂ — £, 1)B(£,1)g" =

= B(n,1) + Z B(n — £,1)B(k,1)g*
k=1

und somit
n—1
Myi1(q) = My(g) + > Myi1(q)Ma(q) g (37)
£=0
mit M()(q) =1
Die zu ((B(n, #) /4®)) inverse Matrix ist
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
I 0 0 0
(B(mk)) o o -1-y4 1 0 0
;) Y s el e 1 0
0 —4° 6 1

~¢* ¢£+¢ FHe+e l-g-7 -7

Das entsprechende Polynom Sy (x) = Zf:o agix’ (vgl. (31)) ist hier gege-
ben durch die Rekurrenz

Se(x) = (x = ¢ Sem(x) = g Sa ().

Analog zu den ﬁberlegungen, die zu (16) fithrten, erhilt man hier

Blm+n—1,1) = 2”: g "' B(m,)B(n, i) (38)

oder damit dquivalent
w1

Mya(g) =Y g T B(m +1,7)B(n +1,4).
=1
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In Matrixform bedeutet das

B(1,1) 0 0 B(1,1) B(2,1) B(3,1)
B(2,1) B(22) 0 0 M2
B(3,1) B(3,2) B(3,3) - 0 0

Mo(q) Mi(g) Ma(g)
Mi(q) Mag) Ms(q)
Ma(q) Ms(g) Ma(g)

Auf der rechten Seite steht die Hankelmatrix (M4 £(9));.¢>0-
Wegen B(#,n) = ¢ ergibt sich fiir die # X #—Matrix (MH/e(q))Z;l:O
als Determinante

n—1 #(n—1)(21—1) Z I
det(Ml“rk(q))z/,é:O = q 6 s q1<ﬂ . (39)

10

Wir wollen nun auch die Determinante der Hankelmatrix will

(M1 (q))z +— berechnen. Dazu verwenden wir eine Methode aus
[2]. Aus (38) folgt

(Miti=1(9)); 4y = (Bi + 1,£)); 1 (C(7, £)); oy,
wobei C(i,) = B(k,i)g " ist.
Nun folgt aus (36), dal3
(B(j + lv’é))?,,ézl = (B(iv /%))Z,é:1 (D(iv ’é))ik:l

gilt, wobei D(7, £) = q/("_1 furi=4k—1, &, £+ 1ist und sonst verschwin-
det. Man rechnet nun leicht nach, daf3

det (D(7,£))] = ¢"9d, ist, wobei dy =1, dy =0, dy = —1, dy = —1, ds =0,
ds =1ist und periodisch mit Periode 6 ist.

Somit erhalten wir

” (ﬂ) #(n—1)(21—-1)
det(Mj14-1(9))i g = ¢\ dog ¢ (40)
Firg=1wurden (39) und (40) in [1] bewiesen.
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Mit derselben Methode, die zu (19) fihrte, zeigt man, dal auch

B(n, i)B(n+1,7) = B(n+1,i)B(n./) (41)
fur/i<j
nichtnegative Koeffizienten besitzt und dal3 fur die g-Motzkinzahlen
2
M,-1(g)My41(g) = (M,(q)) (42)

nichtnegative Koeflizienten besitzt. Das ist ein q-Analogon der entspre-
chenden Aussagen in [1].

Unmittelbar aus (37) ergibt sich auch, daB M,(g) — (1 +¢)"" nichtne-
gative Koeflizienten hat.

Es scheint keinen einfachen Zusammenhang mit den in [3] studierten
q-Motzkinzahlen zu geben. Es sei nur eine weitere Methode angegeben,
wie man zu diesen gelangen kann: Man beachte, dal3 die Gouldpolynome
G,(x, r,1)auch die Anzahl der n-tupel ¢ = (1, ¢5, . .. ¢,) natiitlicher Zah-
lenmit0< o< x,0< ¢ < ¢+ ri=12,..., n—1zihlen, wie wir
bereits gesehen haben (vgl. auch [6]).

Sei nun H,(x, r) die Anzahl jener solchen n-tupel, welche tiberdies
¢;11 7 ¢; firalle/ erfiillen. Aus dem Prinzip der Inklusion und Exklusion
ergibt sich sofort, daf3

Hoale) = S0 (D) Gater)

=0
gilt.
11
Far r=21st H,.4 (1, 2)= M, die n-te Motzkinzahl (vgl [3] oder weiter
unten (48)). Wir wollen daher M/ := H,;1(1,r) als verallgemeinerte

Motzkinzahlen bezeichnen. Sie stehen also zu den Catalanzahlen in der
Beziehung

My = i(—l)”"(’j )er ()

Aus der obigen kombinatorischen Deutung ergibt sich sofort die Rekur-
sionsformel

H”(x—i- 1,r) = Hn(x,r) + Hﬂ,l(x, r) +H, (x+ r, r) —H, 4 (x—l— l,r).
(45)

Denn H,(x + 1,7 — H,(x, ) zdhlt alle n-tupel der Gestalt (x, ¢z, . . . ,¢,)
mite, < xoderx +1< 0, < x4+ 7.
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Wenn wir stattdessen fiir das n-tupel ¢=(¢, ¢,...,¢,) das Gewicht
w(c) := ¢t betrachten, so ergibt sich analog fiir das Gewicht
H, (x, r, g) die Rekursion

H”(x, r, q) — H,,(x —1,r, q)

- (46)
=49 1(Hn*1(x —1,r,9) = Hyma(x,7,9) + Hima(x 4+ 1,7, 9))
Es gilt auch in Analogie zu (7) die Formel
Hn(x + r’Q) = ZqéXH,é(j,r,q)Hﬂ_é(X, 777)' (47)

£=0

Zum Beweis beachten wir, dal3 es fir jedes n-tupel ¢ = (¢, . . ., ¢,) mit
0< < x4+ 30< ¢ <g+r i=1,2,...,n—1,und ¢;;1 # ¢; ein ein-
deutig bestimmtes £ > 0 gibt, sodal3 gilt¢; > x, i=1,2,..., &, ¢ty < x.

Dann ist bei festem 4 das Gesamtgewicht all dieser Worter gegeben
durch ¢* Hy( y,7,q)H,—x(x, 7, q).

Fur die Motzkinzahl M(n, 2, ¢):= H,11(1,2, ) ergibt sich daher aus
(46) und (47) mit derselben Argumentation wie in (37) die Formel

n—1
M(n+1,2,9)=¢""M(n,2,q) + > ¢*" M(%,2,9)M(n — £ —1,2,4).
k=0
(48)

Das ist im wesentlichen dasselbe wie das q-Analogon M,(g) aus [3], (2.2),
denn man rechnet leicht nach, daB M,(g) = ¢" "' M(n,2, ¢) ist.

Man kann daher M(n,r,q) = H, (1, r, ¢) als g-Analogon der verall-
gemeinerten Motzkinzahlen interpretieren.
Wit wollen jedoch noch auf ein anderes g-Analogon hinweisen, welches
sich fiir r = 2 auf die oben eingefithrten M,(g) reduziert.

Aus (43) ist klar, dal3 H,(x, 7) ein Polynom vom Grad n ist mit

Ho(x, n=1und H,(0, »)=0 fir»>0.
Es gibt daher eine eindeutig bestimmte Darstellung der Gestalt

Hy (1) = Z i) (49)

Dabei ist 4,411 = H,41(1,7) = M.
Schreibt man (45) in der Gestalt

AH,(x,r) = H,—1 (%,7) + (E" = E)H,_1(x,r),
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wobei A f(x) = f(x+1) — f(x) der Differenzenoperator und E=1+ A
der Verschiebungsoperator Ef (x) = f(x 1) ist, so ergibt sich

Zm( > Z/aﬂ%( ) (1+A) —1-A Zbﬂlk< >oder

nach kurzer Rechnung

r r
byt = byt p—1 + (r — V)by1 4 + <2>bﬂ1,/€+1 + <3>bﬂ1,/e+2 + -

Z.B. beginnt fiir » = 3 die Matrix (, . ) mit

1.0 0 0 0
01 0 00
(ba)o=10 2 1 0 0
0 7 4 10
0 27 18 6 1

Die entsprechenden Motzkinzahlen sind gegeben durch {1,2,7,27,
114,507, 2342, 11125, . . .}.

Man kann diese Relationen als Ausgangspunkt nehmen, um auf den
Mengen W, (x) ein Gewicht einzufithren, welches die verallgemeinerten
Motzkinzahlen und ein q-Analogon davon liefert.

Dazu definiere man

w(xg) = r — 1,w(x;) = (Z,_T_l>,z'21. (50)

Fir das Gesamtgewicht der Menge W,(x) ergibt sich damit
B(n,x,r) = ¢ '(B(n—1,x —1,7) + (r — 1)B(n — 1, x, 7)
. (51)
+ —Lx+y
; (Z i > x+i,r))

Im Fall » = 2 reduziert sich das auf (30).
Auf Einzelheiten wollen wir hier aber nicht mehr niher eingehen.
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