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k þ bun

l þ cuq
m ¼ 0

in linearen rekurrenten
Folgen huni, Teil 2
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durch das w. M. Edmund Hlawka)

4. Die Gruppen HðPÞ
Wir setzen die Situation und die Bezeichnungen von x3 voraus. Seien
�1; . . . ; �r in einer festen (aber nicht beliebigen) Anordnung (die wir
später genauer beschreiben wollen) gegeben. Mit G bezeichnet man
die von den Zahlen �1; . . . ; �r erzeugte multiplikative Untergruppe
von C�.

Sei P eine Partition von A. In diesem Abschnitt betrachten wir
nur Partitionen, welche keinen einelementigen Block enthalten.
Bezugnehmend auf x3 können wir jetzt HðPÞ in folgender Weise
charakterisieren. HðPÞ ist die Menge aller Tripel ðK; L;MÞ 2 Z3

mit

’�1

K ¼ ’�2

K f€uur �1 � �2; ð4:1Þ
’�1

L ¼ ’�2

L f€uur �1 � �2; ð4:2Þ
’�1

M ¼ ’�2

M f€uur �1 � �2; ð4:3Þ
’�

K ¼ ’�L f€uur � � �; ð4:4Þ
’�

L ¼ ’�M f€uur � � �; ð4:5Þ
’�

M ¼ ’�K f€uur � � �: ð4:6Þ



Dabei ist � 2 Ak, � 2 Al, � 2 Am und nach (3.6) stellen (4.1)–(4.6)
Identitäten der Gruppe G dar.

Wir werden in Proposition 4.1 zeigen, daß HðPÞ ¼ fð0; 0; 0Þg,
falls P eine Partition ohne Singleton ist und zusätzliche Bedingungen
erfüllt sind. Aus dem Englischen übernehmen wir das Wort Singleton
für einen einelementigen Block.

Zuerst vereinfachen wir die Relationen (4.1)–(4.6), indem wir
G durch eine additive Untergruppe von Zr ersetzen. Dies erlaubt es
uns, die multiplikativen Relationen (4.1)–(4.6) in additiver Form zu
schreiben.

Proposition 4.1. Sei fungn2Z eine nichtdegenerierte Rekurrenzfolge
und seien �1; . . . ; �r die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Die von �1; . . . ; �r erzeugte multiplikative Gruppe habe den Rang g

g > 1:

Sei P eine Partition von A ohne einelementige Blöcke. Dann ist
HðPÞ ¼ fð0; 0; 0Þg.

Der Beweis wird indirekt geführt. Sei also ðK;L;MÞ ein
nichttriviales Element in HðPÞ. Wir geben zunächst einen allgemei-
nen €UUberblick und führen einige Begriffe ein. Dann folgt der Beweis
von Proposition 4.1, der allerdings auf den anschließend behandelten
Propositionen 4.2, 4.3 aufbaut.

Zerlegt man G nach dem Satz über endlich erzeugte abelsche
Gruppen in ein direktes Produkt, so übertragen sich (4.1)–(4.6)
auf die Komponenten. Es genügt daher, diese Gleichungen für
torsionsfreie Gruppen zu untersuchen, denn gilt (4.1)–(4.6) für den
torsionsfreien Teil und ist g0 die Ordnung der Torsionsuntergruppe,
dann liegt ðg0K; g0L; g0MÞ in HðPÞ. Sei g der Rang von G. Dann
lassen sich die Zahlen �i in der Form

�i ¼ "i � �1
xi1 � � ��g

xig ð1 � i � rÞ ð4:7Þ

darstellen, wobei "1; . . . ; "r Einheitswurzeln sind und �1; . . . ; �g in G
liegen. Sei xi ¼ ðxi1; . . . ; xigÞ 2 Zg. Wir definieren für x 2 Zg

f ðxÞ ¼ ðv1; . . . ; vrÞ ð4:8Þ

mit vi ¼ hxi; xi (1 � i � r).
f besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) f ist eine lineare Funktion von Zg in Zr (bzw. Rg in Rr).
(ii) f ist injektiv.
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Beweis. (i) gilt wegen der Linearität des inneren Produktes.
(ii) Nach dem Fundamentalsatz für abelsche Gruppen läßt sich

jedes � 2 G eindeutig schreiben als

� ¼ " � �1
x1 � � ��g

xg :

Die Zuordnung
~ff ð�Þ ¼ ðx1; . . . ; xgÞ

definiert einen Homomorphismus ~ff : G! Zg: Offensichtlich ist ~ff eine
surjektive Abbildung. Weiters ist ~ff ð�iÞ ¼ xi. Da ~ff ein Homomor-
phismus ist, gilt

~ff ð�1
�1 � � ��r

�rÞ ¼ �1x1 þ � � � þ �rxr; �i 2 Zð1 � i � rÞ:
Die Vektoren x1; . . . ; xr erzeugen Zg, weil ~ff surjektiv ist. Angenom-
men f ðxÞ ¼ 0. Dann folgt

hxi; xi ¼ 0 ð1 � i � rÞ:
Dies gilt dann auch für jede Linearkombination der xi, also hx; xi ¼ 0
und damit x ¼ 0. 7

Aus den Punkten (i) und (ii) schließen wir, daß f den Zg in ein g-
dimensionales Gitter � in Rr abbildet.

Sei

svvvð!Þ ¼ vi1 þ � � � þ viu f€uur ! ¼ ði1; . . . ; iuÞ 2 A und vv 2 Zr:

ð4:9Þ
Wir definieren svð!Þ durch

svvvð!Þ ¼
K � svvvð!Þ f€uur ! 2 Ak

L � svvvð!Þ f€uur ! 2 Al

M � svvvð!Þ f€uur ! 2 Am:

8
<

:
ð4:10Þ

Wir schreiben öfter sð!Þ statt svvvð!Þ ðbzw. sð!Þ statt svvvð!ÞÞ, falls aus
dem Zusammenhang hervorgeht, welcher Vektor vvv gemeint ist.

Dann sind die Gleichungen (4.1)–(4.6) für den torsionsfreien Teil
gleichbedeutend damit, daß

svvvð!1Þ ¼ svvvð!2Þ f€uur !1 � !2; ð4:11Þ
für alle ðv1; . . . ; vrÞ 2 � gilt. Wir geben den Beweis für die
€AAquivalenz

’�1

K ¼ ’�2

K , svvvð�1Þ ¼ svvvð�2Þ 8ðv1; . . . ; vrÞ 2 �

unter der Voraussetzung �1 � �2 (die anderen Fälle werden analog
gezeigt):
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Für vvv ¼ f ðxÞ und ! ¼ ði1; . . . ; iuÞ 2 A folgt

svvvð!Þ ¼ hxi1 þ � � � þ xiu ; xi ¼ h~ff ð’!Þ; xi:

Daher gilt für � 2 Ak

svvvð�Þ ¼ Kh~ff ð’�Þ; xi ¼ h~ff ð’�KÞ; xi:

Somit schließen wir

svvvð�1Þ ¼ svvvð�2Þ 8vv 2 �, h~ff ð’�1

KÞ; xi ¼ h~ff ð’�2

KÞ; xi 8x 2 Zg

, ~ff ð’�1

KÞ ¼ ~ff ð’�2

KÞ , ’�1

K ¼ ’�2

K :

Die letzte €AAquivalenz beruht auf der Eindeutigkeit der Darstellung in
(4.7).

Umgekehrt betrachtet: Bei vorgegebenem K, L, M, k, l, m, P stellt
(4.11) ein homogenes lineares Gleichungssystem für ðv1; . . . ; vrÞ dar
und die grundsätzliche Vorgangsweise des Beweises von Proposition
4.1 besteht darin, durch eine geeignete Auswahl aus den Gleichungen
(4.11) zu zeigen, daß der Lösungsraum dieses Gleichungssystems
höchstens eindimensional sein kann.

Definition 4.1. Wir sagen, daß eine Lösung ðv1; . . . ; vrÞ von (4.11) ein
zulässiger Vektor ist, wenn er die Eigenschaften

vi < vj 1 � i < j � r;

v1 6¼ 0 ð4:12Þ

erfüllt. Verwenden wir in (4.12) einen festen zulässigen Vektor vvv, so
können wir weiters definieren (4.13)

!1 � !2; wenn svvvð!1Þ < svvvð!2Þ: ð4:13Þ

Dadurch erhält man mit Hilfe eines zulässigen Vektors eine
(Prä-)Ordnung auf der Menge der €AAquivalenzklassen. Es muß aber
nicht unbedingt gelten, daß aus svvvð!1Þ ¼ svvvð!2Þ folgt !1 � !2.

Die Existenz eines zulässigen Vektors hängt von der Anordnung
der Zahlen �1; . . . ; �r ab, dies wird später erläutert.

Die Ordnungsrelation (4.13) wird mit Hilfe eines festen zulässigen
Vektors definiert und alle Ungleichungen zwischen den vi, die damit
zusammenhängen, beziehen sich auf diesen festen zulässigen Vektor.
Aussagen, die aus €AAquivalenzen !1 � !2 folgen, beziehen sich aber
auf die gesamte Lösungsmenge des Gleichungssystems (4.11) (die ja
nicht nur zulässige Vektoren enthält).
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Anders formuliert: mit Hilfe der Ordnung (4.13) und der Eigenschaft,
daß P keinen einelementigen Block enthält, lassen sich verschiedenen
Struktureigenschaften der €AAquivalenzrelation P ableiten, aus denen
wir zu zeigen versuchen, daß der Rang der Koeffizientenmatrix des
Gleichungssystems (4.11) mindestens r � 1 sein muß.

Lemma 4.1. Angenommen K > 0, �1 ¼ ði1; . . . ; ikÞ, �2 ¼ ð j1; . . . ; jkÞ
mit i1 � j1; . . . ; ik � jk. Dann folgt aus �1 6¼ �2, daß �1 � �2 (d.h. �
verfeinert die koordinatenweise Ordnung auf Ak).

Der Beweis ist wegen Eigenschaft (4.12) offensichtlich.

Definition 4.2. Unter �Mi verstehen wir das k-Tupel, welches aus k
Einsern besteht. Dafür schreiben wir ð1; . . . ; 1Þk. Wir wollen diese
Schreibweise auch im Fall k ¼ 1 zulassen. Mit �mi bezeichnet man
jenes k-Tupel, welches aus k � 1 Einsern und einem Zweier besteht.
Wir schreiben �mi ¼ ð1; . . . ; 1; 2Þk. Um die Schreibweise einfach zu
halten, lassen wir sie auch für k ¼ 1 zu. Hier bedeutet sie natürlich
das 1-Tupel, welches die Zahl 2 enthält. Wir setzen

�Ma ¼ ðr; . . . ; rÞk; �ma ¼ ðr � 1; r; . . . ; rÞk:

Analog zu oben gilt für k ¼ 1

�Ma ¼ ðrÞ; �ma ¼ ðr � 1Þ:
Ebenso definieren wir die l-Tupel �Mi, �mi, �Ma, �ma und die m-Tupel
�Mi, �mi, �Ma, �ma.

Bemerkung 4.1. Nach dem Lemma 4.1 gilt für K > 0

�Mi � �mi � � f€uur � 2 Aknf�Mi; �mig ð4:14Þ

und

� � �ma � �Ma f€uur � 2 Aknf�Ma; �mag: ð4:15Þ
Analog folgt: ð1; . . . ; 1; iÞk ist zu keinem anderen k-Tupel
ði1; . . . ; ikÞ 2 Ak mit ik � i äquivalent. Außerdem ist für r > 2 und
für r ¼ 2, k > 2

�mi � �ma:

Für K < 0 gelten umgekehrte Beziehungen.
Insbesondere sind �Mi, �mi, �ma, �Ma zu keinem anderen k-Tupel aus
Ak äquivalent.

Beweis von Proposition 4.1. In der Darstellung (4.7) sind die
Vektoren xi 2 Zg paarweise verschieden. Denn nach Voraussetzung
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sind die Quotienten �i

�j
, 1 � i < j � r, keine Einheitswurzeln. Daher

beschreiben die Gleichungen

hxi � xj; yi ¼ 0 i 6¼ j; 1 � i; j � r ð4:16Þ

Hyperebenen im Rg. Wir wählen ein x außerhalb der Vereinigung
dieser Hyperebenen und setzen

vi ¼ hxi; xi 1 � i � r:

Die so definierten Zahlen vi haben die Eigenschaft

vi 6¼ vj; ð4:17Þ

wobei i 6¼ j, 1 � i; j � r. Einer Umordnung der Zahlen �1; . . . ; �r

entspricht eine Umordnung von v1; . . . ; vr und auch eine Transfor-
mation von P. Wir können daher immer durch eine geeignete
Anordnung von �1; . . . ; �r erreichen, daß

vi < vj ð1 � i < j � rÞ
gilt. Ist jetzt v1 ¼ 0, dann wählen wir in der Definition von vi statt
x den Vektor �x. Nach entgegengesetzter Anordnung der Zahlen
�1; . . . ; �r (d.h. �i ! �rþ1�i) erhalten wir

v1 6¼ 0;

vi < vj ð1 � i < j � rÞ:

Laut Definition liegt der Vektor ðv1; . . . ; vrÞ in � (das natürlich
ebenfalls durch die €AAnderung der Reihenfolge transformiert wird).
Damit haben wir die Existenz eines zulässigen Vektors bei geeigneter
Anordnung von �1; . . . ; �r bewiesen.

Nehmen wir nun an, daß HðPÞ nichttrivial ist, so folgt aus
Proposition 4.2 beziehungsweise Proposition 4.3, daß die Lösungs-
menge des Gleichungssystems (4.11) Dimension 1 besitzt. Dies
widerspricht der Voraussetzung g > 1, da ja g der Rang (die
Dimension) von � ist.

Bemerkung 4.2. Sei vv ¼ f ðxÞ ein zulässiger Vektor mit vr 6¼ 0. Kehrt
man die Reihenfolge der �i um, d.h. �i

� ¼ �rþ1�i, so folgt wie im
letzten Beweis, daß vvv� ¼ ð�vr; . . . ;�v1Þ einen zulässigen Vektor in
�� darstellt. Definiert man nun mittels vvv� und (4.13) eine Ordnung
�� auf A� ¼ A, so entspricht diese genau der entgegengesetzten
Ordnung zu �, d.h.

!1
� �� !2

� , !1 � !2:
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(wobei z.B. für � ¼ ði1; . . . ; ikÞ 2 Ak, �� ¼ ðr þ 1� ik; . . . ;
r þ 1� i1Þ.) Daher gelten Aussagen, die für die Ordnungsstruktur
� bewiesen werden (falls eventuelle Zusatzannahmen ebenfalls
symmetrisch bezüglich Umkehrung der Reihenfolge sind) auch für
die entgegengesetzte Ordnung. Diese Argumentation wird später kurz
als ,,Spiegelung‘‘ bezeichnet.

Beispiel. Die Aussage �Mi � �mi geht durch Spiegelung über in
�Ma � �ma.

Proposition 4.2. Sei P eine Partition von A, welche keinen einele-
mentigen Block enthält, ðK;L;MÞ 2 HðPÞnfð0; 0; 0Þg mit K;L;
M � 0. Das System (4.11) besitze einen zulässigen Vektor. Dann
gibt es Konstanten ai 2 Q (i ¼ 2; . . . ; r), so daß jede Lösung von
(4.11) vi ¼ ai � v1 erfüllt. Insbesondere ist der Lösungsraum von
(4.11) eindimensional. Weiters ist K; L;M > 0, bis auf den Ausnah-
mefall (nach entsprechender Umordnung)

r ¼ 2; l ¼ 2; m ¼ 1; M ¼ 2L; K ¼ 0;

v2 ¼ �v1 ðvgl: ð4:27ÞÞ:
Beweisidee. Im 1. Teil untersuchen wir die Ordnungsstruktur an den
Enden (ähnlich wie in [8]).

Ziel: nach eventueller Vertauschung von ðK;L;MÞ etc. muß (bis
auf die Ausnahme (4.27)) gelten

f�Mi; �Mig � f�Mi; �mig � � � � ð4:18Þ
f� � �g bezeichnet eine €AAquivalenzklasse von A, d.h. einen Block der
Partition P. Die Beziehung (4.18) besagt, daß

sð�MiÞ ¼ sð�MiÞ < sð�MiÞ ¼ sð�miÞ < � � �
(4.18) entspricht folgenden Aussagen:

v1 < 0; ð4:19Þ

0 < kK < lL ¼ mM; L < M; ð4:20Þ
kKv1 ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ ist eine Gleichung aus dem System ð4:11Þ:

Im 2. Teil werden jeweils jene Gleichungen untersucht, wo vi zum
erstenmal auftritt. Diese liefern mittels vollständiger Induktion die
behaupteten Aussagen.

Bemerkung 4.3.

(1) Wir verwenden die Aussage ,,P enthält keinen einelementigen
Block‘‘ öfter und führen deswegen die Schreibweise (P) dafür
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ein. Statt ,,� ist ein Singleton‘‘ sagen wir auch ,,� ist isoliert‘‘.
,,�1 ist isoliert in Al‘‘ soll bedeuten, daß

�1 6� � 8� 2 Alnf�1g:
(2) Für r � 3 läßt sich weiters zeigen

� � � � f�Ma; �mag � f�Ma; �Mag; ð4:21Þ
das heißt

vr > 0; kKvr ¼ Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ:
Dies gilt auch für r ¼ 2 mit folgenden Ausnahmen (wieder bei
geeigneter Vertauschung von K; L;M)

K ¼ L; M ¼ l

m
L; k ¼ l� 1; mjl; v2 ¼ 0;

P: ð1; . . . ; 1
|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}

i

; 2; . . .Þl � ð1; . . . ; 1
|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}

i

; 2; . . .Þk ði ¼ 0; . . . ; kÞ;

ð1; . . . ; 1
|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}

i

; 2; . . .Þm � ð1; . . . ; 1
|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}

si

; 2; . . .Þl ði ¼ 0; . . . ;mÞ;

wobei s ¼ M

L
¼ l

m
:

(3) Da HðPÞ eine Gruppe ist, läßt sich Proposition 4.2 auch
anwenden, wenn es ðK;L;MÞ 2 HðPÞnfð0; 0; 0Þgmit K;L;M � 0
gibt.

Beweis von Proposition 4.2.

Teil 1

Behauptung. Aus den Voraussetzungen folgt, daß K; L;M > 0 sind
(bis auf die Ausnahme r ¼ 2, l ¼ 2, m ¼ 1, M ¼ 2L, K ¼ 0,
v2 ¼ �v1). Ferner sind genau zwei der drei Zahlen

kK; lL; mM

gleich. Ordnet man die Zahlen so, daß

kK < lL ¼ mM und L < M

gilt, so folgen die Größenbeziehungen (4.18).

Beweis. Zuerst nehmen wir

Ll ¼ Mm ¼ Kk ð4:22Þ
an. Aus (4.22) folgt

K > 0; L > 0; M > 0:
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Da k, l, m paarweise verschieden sind, impliziert die Relation (4.22),
daß auch die Zahlen K, L, M paarweise verschieden sind. Sei etwa

L > M > K: ð4:23Þ
Die Ungleichung

Lððl� 1Þv1 þ v2Þ > Mððm� 1Þv1 þ v2Þ
läßt sich in der Form

Llv1 þ Lðv2 � v1Þ > Mmv1 þMðv2 � v1Þ
schreiben. Wegen Ll ¼ Mm und v1 < v2 ist dies gleichbedeutend mit

L > M:

Daher ist (4.23) äquivalent zu

Lððl� 1Þv1 þ v2Þ > Mððm� 1Þv1 þ v2Þ > Kððk � 1Þv1 þ v2Þ:
Wegen (4.22) folgt daraus

sð�MiÞ ¼ sð�MiÞ ¼ sð�MiÞ < sð�miÞ < sð�miÞ < sð�miÞ:
Mit Hilfe von Bemerkung 4.1 schließen wir, daß �mi ein Singleton ist.
Die Relation (4.22) ist also unmöglich.

Wir können wegen v1 6¼ 0 o.B.d.A. von

Llv1 � Mmv1 � Kkv1 ð4:24Þ
ausgehen, wobei nicht beide Gleichheitszeichen auftreten können.

Wir nehmen zunächst

v1 > 0

an. Dann ist auch

vr > 0:

Die Relation (4.24) und v1 > 0 ergeben K > 0 (sonst wäre L ¼
M ¼ 0). Daraus folgt

Kkv1 < Kkvr:

Weiters erhalten wir aus (4.24) und vr > 0

Llvr � Mmvr � Kkvr:

Wegen (P) und (4.15) muß

Mmvr ¼ Kkvr

gelten (sonst wäre �Ma isoliert), daher ist

Mm ¼ Kk:
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Weil m 6¼ k vorausgesetzt ist, haben wir

M 6¼ K:

Wir wählen o.B.d.A.

M < K:

Da nicht alle Zahlen in (4.24) gleich sind, gilt

Ll < Mm:

Wegen der Annahme v1 > 0 ist

Llv1 < Mmv1 ¼ Kkv1: ð4:25Þ
Aus (P), (4.25) und Bemerkung 4.1 schließen wir

L ¼ 0

(sonst wäre �Mi isoliert). Also ist

sð�Þ ¼ 0 8� 2 Al:

Wegen Llv1 � Mmv1 6¼ 0 haben wir

� 6� � 8� 2 Al; 8� 2 Am:

Wie vorhin erhalten wir aus M < K, Mm ¼ Kk die Ungleichung

sð�miÞ < sð�miÞ:
Es gelten die Beziehungen

�Mi � �Mi � �mi � �mi:

Damit wäre �mi isoliert. Die Annahme v1 > 0 führt also auf einen
Widerspruch.

Daher muß

v1 < 0

sein. Dann impliziert (4.24)

Kk � Mm � Ll:

Daraus folgt

L > 0

(sonst wäre M ¼ K ¼ 0). Weiters haben wir

Ll ¼ Mm;

andernfalls wäre �Mi isoliert. Aus l 6¼ m folgt L 6¼ M. Sei o.B.d.A.

L < M:
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Dann ist

l > m � 1

und

Kk < Ll ¼ Mm:

Wegen

Mmv1 ¼ Llv1 < Lððl� 1Þv1 þ v2Þ < Mððm� 1Þv1 þ v2Þ
muß �mi � � gelten für ein � 2 Ak.

Falls

K > 0

folgt aus Bemerkung 4.1 und

sð�MiÞ ¼ sð�MiÞ < sð�MiÞ;
daß

�mi � �Mi

gelten muß. Damit sind dann alle Aussagen (4.18)–(4.20) erfüllt.
Angenommen

K ¼ 0:

Dann ist

sð�miÞ ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ ¼ sð�MiÞ ¼ 0

für jede Lösung vv von (4.11). Es folgt

v2 ¼ �ðl� 1Þv1: ð4:26Þ
Für

r ¼ 2; l > 2 oder r > 2

ist nach Bemerkung 4.1

�mi � �ma:

Das heißt,

0 ¼ sð�miÞ < sð�maÞ:
Wir haben also

�ma 6� � 8� 2 Ak

und

sð�maÞ < sð�maÞ < sð�MaÞ ¼ sð�MaÞ:
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Die erste Ungleichung gilt wegen der €AAquivalenz

Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ > Mððm� 1Þvr þ vr�1Þ
,

L < M:

Daher ist, im Widerspruch zur Voraussetzung (P), �ma ein Singleton.
Weil aus L < M folgt l > m � 1, bleibt nur

r ¼ 2; l ¼ 2; m ¼ 1; M ¼ 2L; K ¼ 0: ð4:27Þ
Wegen (4.26) ist v2 ¼ �v1, daher ist der Lösungsraum des
Gleichungssystems (4.11) auch in diesem Fall eindimensional. Die
Partition P erfüllt die €AAquivalenzen

�Mi � �Mi; �Ma � �Ma; �mi � � f€uur ein � 2 Ak:

In diesem Fall ist Am ¼ f�Mi; �Mag, Al ¼ f�Mi; �mi; �Mag. Innerhalb
von Ak kann die Partition P beliebig festgelegt werden.

Bis auf diese Ausnahme ist

K; L;M > 0:

Damit ist der erste Teil von Proposition 4.2 gezeigt.
(4.20) führt zu den Gleichungen

ðKk � LlÞv1 ¼ Lðv2 � v1Þ; v2 ¼
�

K

L
k � lþ 1

�

v1: ð4:28Þ

Die Aussage (4.21) kann für r � 3 durch eine der Gleichungen

ðKk � LlÞvr ¼ Lðvr�1 � vrÞ; vr�1 ¼
�

K

L
k � lþ 1

�

vr ð4:29Þ

ausgedrückt werden.
Aus (4.28) ersehen wir, daß v2 eine Darstellung der Form a2v1

besitzt, wobei a2 nur von der Partition P und den Elementen
(K;L;M) 2 HðPÞ abhängt. Weiters hängt a2 nicht von der Lösung
(v1; . . . ; vr) des Systems (4.11) ab. Diese Tatsache wird im 2. Teil des
Beweises von Proposition (4.2) verallgemeinert.

Teil 2

Behauptung. Es gibt Konstanten ai 2 Q (2 � i � r), welche nur von
der Partition P und (K;L;M) 2 HðPÞ abhängen, so daß jede Lösung
vvv ¼ ðv1; . . . ; vrÞ von (4.11) vi ¼ ai � v1 erfüllt.

Beweis. Wir führen den Beweis mittels vollständiger Induktion
nach i und betrachten dabei jene Gleichungen, in denen vi zum
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,,erstenmal‘‘ auftritt (im Sinne von �). Wie im 1. Teil sei vv ¼ ðviÞ ein
zulässiger Vektor (der eine Lösung von (4.11) darstellt). s steht immer
für svvv.

Für i ¼ 2 gilt die Behauptung nach (4.28).
Sei die Behauptung für 2 � j � i� 1 < r bewiesen. Wir untersu-

chen die Gleichungen, welche durch die €AAquivalenz von ð1; . . . ; 1; iÞl
zu anderen Elementen von A gebildet werden.

(1) ð1; . . . ; 1; iÞl � �; � ¼ ði1; . . . ; ilÞ 2 Al; � 6¼ ð1; . . . ; 1; iÞl:
Nach Bemerkung 4.1 gilt il < i. Wir haben für jede Lösung vv von
(4.11)

Lððl� 1Þv1 þ viÞ ¼ Lðvi1 þ � � � þ vilÞ:

Daraus berechnet sich vi durch

vi ¼ svvvð�Þ � ðl� 1Þv1:

Wegen il < i können wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und
sehen, daß vi die gesuchte Form hat.

(2) ð1; . . . ; 1; iÞl � �; � ¼ ði1; . . . ; ikÞ 2 Ak:
Das bedeutet

Lððl� 1Þv1 þ viÞ ¼ Kðvi1 þ . . .þ vikÞ:

Wir erhalten

vi ¼
K

L
ðvi1 þ . . .þ vikÞ � ðl� 1Þv1:

Wenn ik < i, dann läßt sich die Induktionsvoraussetzung anwenden,
und wir sind bereits fertig. Sei ik � i. Wir betrachten das k-Tupel
ð1; . . . ; 1; iÞk.

(2a) ð1; . . . ; 1; iÞk � �0 2 Ak; �0 6¼ ð1; . . . ; 1; iÞk:
Dieser Fall wird wie in Punkt (1) behandelt.

(2b) ð1; . . . ; 1; iÞk � �0 2 Al

Angenommen �0 ¼ ð1; . . . ; 1; iÞl. Dann gilt

Kððk � 1Þv1 þ viÞ ¼ Lððl� 1Þv1 þ viÞ:
Es folgt

ðK � LÞvi ¼ ðLðl� 1Þ � Kðk � 1ÞÞv1:

Falls K ¼ L wäre, dann müßte auch gelten

0 ¼ ðLðl� 1Þ � Kðk � 1ÞÞv1:
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Daher wäre, wegen v1 6¼ 0,

Kðk � 1Þ ¼ Lðl� 1Þ:
Weil K ¼ L, so hätten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung
k 6¼ l. Es ist also vi ¼ ai � v1, da K 6¼ L, wobei ai nur von der Partition
P und dem Tripel ðK; L;MÞ 2 HðPÞ abhängt.

Sei jetzt �0 6� ð1; . . . ; 1; iÞl, �0 ¼ ðj1; . . . ; jlÞ 2 Al. Mittels Lemma
4.1 folgt aus i � ik, daß

ð1; . . . ; 1; iÞk � �
und weiter

sððj1; . . . ; jlÞlÞ ¼ sðð1; . . . ; 1; iÞkÞ < sð�Þ ¼ sðð1; . . . ; 1; iÞlÞ:
Wir erhalten (wieder aus Lemma 4.1) jl < i. vi hat die Darstellung

vi ¼
1

K
svvvð�0Þ � ðk � 1Þv1:

Dies errechnen wir aus der Gleichung svvvð�0Þ ¼ svvvðð1; . . . ; 1; iÞkÞ. Wir
können wegen jl < i die Induktionsvoraussetzung anwenden und
haben damit gezeigt, daß vi die gewünschte Gestalt hat.

(2c) ð1; . . . ; 1; iÞk � �0; �0 ¼ ðj1; . . . ; jmÞ 2 Am

Hier gilt wegen L < M, Ll ¼ Mm

sð�0Þ ¼ sðð1; . . . ; 1; iÞkÞ � sð�Þ ¼ sðð1; . . . ; 1; iÞlÞ < sðð1; . . . ; 1; iÞmÞ:

Es folgt jm < i. Die €AAquivalenz (2.c) ergibt

vi ¼
1

K
svvvð�0Þ � ðk � 1Þv1:

Wegen jm < i hat vi die gesuchte Form.
(3) ð1; . . . ; 1; iÞl � �; � ¼ ði1; . . . ; imÞ 2 Am:

Aus L < M und Ll ¼ Mm schließen wir

sð�Þ ¼ sðð1; . . . ; 1; iÞlÞ < sðð1; . . . ; 1; iÞmÞ:
Es muß daher im < i sein. Wir haben

vi ¼
1

L
svvvð�Þ � ðl� 1Þv1:

Laut Induktionsannahme hat vi die gewünschte Form. 7
Proposition 4.3. Sei P eine Partition von A, welche keinen
einelementigen Block enthält. Sei ðK;L;MÞ 2 HðPÞnfð0; 0; 0Þg,
wobei zwei der Zahlen K, L, M verschiedene Vorzeichen haben.
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Das Gleichungssystem (4.11) besitze einen zulässigen Vektor. Dann
ist der Lösungsraum von (4.11) eindimensional. Weiters gilt

K � L �M 6¼ 0;

bis auf die Ausnahme (bei geeigneter Vertauschung von K, L, M)

r¼2; l¼1; k¼2; L¼�2K; M¼0; v2¼�v1 ðvgl: ð4:46ÞÞ:
Beweisidee. Teil I besteht wieder aus der Analyse der Ordnungs-
struktur an den Enden. Ziel: nach eventueller Vertauschung von K, L,
M (in allen Fällen wird K < 0, L > 0, M > 0 angenommen) erhalten
wir bis auf (4.46) eine der Möglichkeiten

f�Mi;�Mag�f�Mi;�mag�����f�Ma;�mig�f�Ma;�Mig; ð4:30Þ

f�Mi;�Mag�f�Mi;�mig�����f�Ma;�mag�f�Ma;�Mig; ð4:31Þ

f�Mi;�Mig�f�Ma;�mig�����f�Mi;�mag�f�Ma;�Mag; ð4:32Þ

f�Mi;�Mi;�Mag�f�mi;�mag�����f�ma;�Mig�f�Ma;�Mag; ð4:33Þ

f�Mi;�Mig � f�Ma;�mig ����� f�mi;�mag � f�Ma;�Ma;�Mig:
ð4:34Þ

(4.34) ist eine Spiegelung von (4.33). Die Beziehungen (4.30) bis
(4.34) erfüllen

v1 < 0; vr > 0: ð4:35Þ
(4.30) entspricht folgenden Aussagen

v1 ¼ �vr;

Kk < Mm < Ll; Kk ¼ �Ll; L > �K;

Mmv1 ¼ Kððk � 1Þvr þ vr�1Þ; Mmvr ¼ Kððk � 1Þv1 þ v2Þ;
Llv1¼Kkvr; Llvr ¼Kkv1 sind Gleichungen aus dem System ð4:11Þ:

ð4:36Þ
(4.31) entspricht den Aussagen

v1 ¼ �vr;

Kk < Mm < Ll; Kk ¼ �Ll; L < �K;

Mmv1 ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ; Mmvr ¼ Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ
Llv1 ¼Kkvr; Llvr ¼Kkv1 sind Gleichungen aus dem System ð4:11Þ:

ð4:37Þ
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Aus (4.32) folgt

Ll ¼ Mm; L < M;

Kkvr ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ und

Kkv1 ¼ Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ sind Gleichungen aus dem System ð4:11Þ:
ð4:38Þ

Aus (4.33) folgt

Ll ¼ Mm; L < M; Kk 6¼ �Ll;

Lððl� 1Þv1þ v2Þ ¼Kððk� 1Þvrþ vr�1Þ; Lððl� 1Þvrþ vr�1Þ ¼Kkv1;

Llv1 ¼ Mmv1 ¼ Kkvr sind Gleichungen aus dem System ð4:11Þ:
ð4:39Þ

Aus (4.34) folgt

Ll ¼ Mm; L < M;

Kkvr ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ;Kððk � 1Þv1 þ v2Þ ¼ Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ;
Llvr ¼ Mmvr ¼ Kkv1 sind Gleichungen aus dem System ð4:11Þ:

ð4:40Þ
In Teil II zeigen wir, daß der Lösungsraum von (4.11) höchstens

eindimensional sein kann.
In Abschnitt III werden wir zeigen, daß (4.33) nur im Ausnahme-

fall

r¼ 2; k¼ l�1; mj l; K¼�1; L¼ 1; M¼ l

m
ðvgl: ð4:80ÞÞ

auftritt.

Beweis von Proposition 4.3.

Teil I. Wir können davon ausgehen, daß genau zwei der Zahlen K, L,
M nichtnegativ sind. Sei etwa

K < 0; L > 0; M � 0;

ðKk <ÞMm � Ll:

Das führt zu den Möglichkeiten

Ll ¼ Mm; ð4:41Þ

Mm < Ll: ð4:42Þ
(A) Wir setzen zunächst

Mm < Ll
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voraus und wollen als erstes zeigen, daß daraus folgt

v1 < 0; vr ¼ �v1; Kk ¼ �Ll:ðAaÞ
Es gilt sogar vr ¼ �v1 für eine beliebige Lösung vv ¼ ðv1; . . . ; vrÞ.
Wegen K < 0 ist

Kkvr < Kkv1;

wobei ðviÞ ein zulässiger Vektor ist. Aus der Annahme v1 > 0 folgt
mittels (4.42) die Ungleichung Mmv1 < Llv1. Eigenschaft (P) bewirkt
Kkvr ¼ Mmv1 � 0, im Widerspruch dazu ist Kkvr < Kkv1 < 0. Es
muß also

v1 < 0

sein. (4.42) führt zu der Ungleichung

Llv1 < Mmv1:

Mit Hilfe von (P) schließen wir daraus

Kkvr ¼ Llv1: ð4:43Þ
Da v1 < 0, folgt aus (4.43)

vr > 0:

Wegen vr > 0, Mm < Ll ist Mmvr < Llvr und daher

Kkv1 ¼ Llvr:

Daraus folgt

Kkv1
2 ¼ Llvrv1 ¼ Kkvr

2;

das heißt

v1
2 ¼ vr

2

und damit

v1 ¼ �vr; Kk ¼ �Ll:

Wegen k 6¼ l muß

K 6¼ �L

sein. Die Ungleichung

Mm < Ll

liefert also

�Ma � �Mi; �Mi � �Ma:
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(Ab) Im nächsten Schritt zeigen wir, daß aus

L > �K

folgt

sð�MiÞ ¼ sð�maÞ; sð�MaÞ ¼ sð�miÞ;

und daß insbesondere für M > 0 die Beziehung (4.30) gilt.
Da die Situation bis jetzt symmetrisch ist, können wir (eventuell

durch Spiegelung) annehmen, daß

vr � vr�1 � v2 � v1:

Dann folgt (zusammen mit Kk ¼ �Ll, vr ¼ �v1, �K < L):

sð�maÞ ¼ Kkvr þ Kðvr�1 � vrÞ < Llv1 þ Lðv2 � v1Þ ¼ sð�miÞ:
Wegen (P) und Bemerkung (4.1) gilt daher

�ma � � f€uur ein � 2 Am:

Ist M > 0, so muß � ¼ �Mi sein, da wegen (4.42) �Mi � �Mi ist, d.h.
für M > 0 gilt

�ma � �Mi:

Für M ¼ 0 haben wir zumindest

sð�MiÞ ¼ 0 ¼ sð�Þ ¼ sð�maÞ:
Das liefert in beiden Fällen

sð�maÞ � sð�MaÞ ¼ sð�MiÞ � sð�MiÞ;
also

Kðvr�1 � vrÞ ¼ ðMm� LlÞv1: ð4:44Þ
Aus der Annahme

vr � vr�1 < v2 � v1

folgt mittels Kk ¼ �Ll und (4.44)

sð�miÞ ¼ Kkv1 þ Kðv2 � v1Þ < �Llv1 þ Kðvr � vr�1Þ ¼
¼ �Llv1 þ ðLl�MmÞv1 ¼ �Mmv1 ¼ Mmvr ¼ sð�MaÞ;

das bedeutet

�mi � �Ma:

Insbesondere muß

M > 0
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sein, da

sð�Þ ¼ sð�maÞ � sð�miÞ < sð�MaÞ:
Aus (P) und Bemerkung 4.1 folgt

�Ma � �ma:

Das liefert wie oben

ðMm� LlÞvr ¼ Lðvr�1 � vrÞ:
Wegen vr ¼ �v1 ergibt dies in Kombination mit (4.44)

L ¼ �K;

also einen Widerspruch.
Daher muß

vr � vr�1 ¼ v2 � v1

sein, das heißt

v2 ¼ �vr�1:

Weil

vr ¼ �v1; v2 ¼ �vr�1; �Mi � �ma

ist, folgt

sð�MaÞ ¼ �sð�MiÞ ¼ �sð�maÞ ¼ sð�miÞ: ð4:45Þ
Für M > 0 ist �Ma isoliert in Am, und da (wegen L > �K, Ll ¼ �Kk,
vr ¼ �v1, vr � vr�1 ¼ v2 � v1),

sð�maÞ < sð�miÞ
ist, folgt

�Ma � �mi:

(Ab9) Als nächstes zum Fall

M ¼ 0

(die Annahme L > �K gilt weiter). Aus

0 ¼ sð�maÞ ¼ sð�miÞ ðsiehe ð4:45ÞÞ
folgt nach Bemerkung 4.1

r ¼ k ¼ 2;

weiters muß wegen

Ll ¼ �Kk; L > �K
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gelten

l ¼ 1; L ¼ �2K:

Wir erhalten den Ausnahmefall

r ¼ 2; l ¼ 1; k ¼ 2; L ¼ �2K; M ¼ 0; v2 ¼ �v1;

P: �Mi � �Ma; �Ma � �Mi; �mi � � f€uur ein � 2 Am: ð4:46Þ

In diesem Fall ist Al ¼ f�Mi; �Mag, Ak ¼ f�Mi; �mi; �Mag, �mi ¼ �ma.
Innerhalb von Am kann die Partition P beliebig festgelegt werden.

(Ac) Zuletzt untersuchen wir den Fall

L < �K:

Der Fall M ¼ 0 läßt sich durch die Vertauschungen k$ l, K 7! � L,
L 7! � K auf (Ab0) zurückführen. Für M > 0 zeigen wir

�Mi � �mi; �Ma � �ma;

das ist Beziehung (4.31). Die Rechnungen verlaufen analog zum
vorhergehenden Fall. Wir können o.B.d.A.

v2 � v1 � vr � vr�1

voraussetzen. Dann folgt

sð�miÞ < sð�maÞ
und weiter

�mi � � f€uur ein � 2 Am:

Für M > 0 ist wegen Bemerkung 4.1 � ¼ �Mi, d.h.

�mi � �Mi:

Das liefert

sð�miÞ � sð�MiÞ ¼ sð�MiÞ � sð�MaÞ;
also

Lðv2 � v1Þ ¼ ðMm� LlÞv1: ð4:47Þ
Aus der Annahme

v2 � v1 < vr � vr�1

würden wir mittels (4.47)

sð�maÞ < sð�MaÞ
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erhalten. Dann gälte �Ma � �mi, also

ðMm� LlÞvr ¼ Kðv2 � v1Þ:

Dies führte zu K ¼ �L, ein Widerspruch zu L < �K. Es folgt

v2 ¼ �vr�1

und damit

�Ma � �ma:

(B) Wir betrachten nun

Ll ¼ Mm:

Dann ist auch

M > 0:

Wegen l 6¼ m ist L 6¼ M. Wir können o.B.d.A.

L < M

annehmen. Hier gilt

Llv1 ¼ Mmv1;

Llvr ¼ Mmvr:

Aus Eigenschaft (P) folgt

Kkvr � Llv1 ¼ Mmv1; Kkv1 � Llvr ¼ Mmvr:

Wegen

L < M; Ll ¼ Mm

haben wir

Lððl� 1Þv1 þ v2Þ < Mððm� 1Þv1 þ v2Þ; d:h: �mi � �mi;

Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ > Mððm� 1Þvr þ vr�1Þ; d:h: �ma � �ma:

Mittels (P) erhalten wir

�mi � �; �ma � �0 f€uur �; �0 2 Ak:

(Ba) Wir untersuchen zuerst

Kkvr ¼ Llv1 ¼ Mmv1:

Daraus ergibt sich (wegen �mi � �mi)

� ¼ �ma:

Gleichungen auh
k þ bun

l þ cuq
m ¼ 0 59



Also ist

�ma � �mi:

(P) impliziert

�Ma � �Mi � �Mi:

Wir zeigen

�Mi � �Ma:

Andernfalls wäre

Kkv1 ¼ Llvr:

Dies liefert �0 ¼ �mi (wegen �ma � �ma) und Kk ¼ �Ll. Also ist

�ma � �mi:

Die Gleichung

sð�miÞ ¼ sð�maÞ
reduziert sich wegen Kkv1 ¼ Llvr zu

Kðv2 � v1Þ ¼ Lðvr�1 � vrÞ:
Analog folgt aus

�ma � �mi

mittels Kkvr ¼ Llv1 die Relation

Kðvr�1 � vrÞ ¼ Lðv2 � v1Þ:
Addieren wir die letzten beiden Gleichungen, dann erhalten wir

ðK þ LÞðvr�1 � vrÞ ¼ ðK þ LÞðv2 � v1Þ:
Da v1 < v2, vr�1 < vr kann nur K þ L ¼ 0 sein. Unter Verwendung
der Identität Kk ¼ �Ll ergibt sich k ¼ l, ein Widerspruch.

Für �Ma � �Mi � �Mi gilt also

�Mi � �Ma;

das bedeutet (wegen �ma � �ma) �0 ¼ �Mi, also

�ma � �Mi:

Insgesamt führen die Relationen

Kk < Ll ¼ Mm; Kkvr ¼ Llv1 ¼ Mmv1

zu Partitionen der Form

f�Mi; �Mi; �Mag � � � � � f�Ma; �Mag:
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Aus der Annahme L < M folgt

f�Mi; �Mi; �Mag � f�Ma; �mig � � � � � f�Mi; �mag � f�Ma; �Mag:

(Bb) Jetzt betrachten wir

Llv1 ¼ Mmv1 < Kkvr:

Für die Partition P folgt

�Mi � �Mi; �Mi � �Ma:

Mit Hilfe von (P) erhalten wir

Kkv1 � Llvr ¼ Mmvr:

Wir können uns auf den Fall

Kkv1 < Llvr ¼ Mmvr

beschränken. Das ergibt Partitionen der Form

f�Mi; �Mig � � � � � f�Ma; �Mag:
L < M ist äquivalent zu den Ungleichungen

Lððl� 1Þv1 þ v2Þ < Mððm� 1Þv1 þ v2Þ;
Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ > Mððm� 1Þvr þ vr�1Þ:

Aus Lemma 4.1 schließen wir

Kkvr ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ; ð4:48Þ

Kkv1 ¼ Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ: ð4:49Þ
(4.48) bedeutet für die Partition P

�Ma � �mi:

(4.49) entspricht der Aussage

�Mi � �Ma:

Llv1 ¼ Mmv1 < Kkvr und L < M führt zu

f�Mi; �Mig � f�Ma; �mig � � � � � f�ma; �Mig � f�Ma; �Mag:
Im Teil II zeigen wir, daß die durch die Partitionen (4.30)–(4.34)

gegebenen Gleichungssysteme höchstens eindimensional sind.

Teil II. Zunächst bringen wir ein Hilfsresultat. Mit V bezeichnen wir
den Lösungsraum des Gleichungssystems (4.11).
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Lemma 4.2. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.3. Wir
nehmen

L;M > 0; K < 0

an. Sei

vv 2 Vnf0g und v1 ¼ vr ¼ 0:

Wir setzen

s0 ¼ minfi: vi 6¼ 0g;
t0 ¼ maxfi: vi 6¼ 0g

(es ist also 1 < s0 � t0 < r). Weiters werden �0, �0, �0 definiert
durch

�0 ¼ ð1; . . . ; 1; s0Þl; �0 ¼ ð1; . . . ; 1; s0Þm; �0 ¼ ðt0; r; . . . ; rÞk:
Dann gilt die folgende Behauptung:

�0 � �0 oder �0 � �0:

Beweis. Nach Konstruktion ist

sð�0Þ; sð�0Þ; sð�0Þ 6¼ 0: ð4:50Þ
(s steht jetzt für svvv, z.B. ist sð�0Þ ¼ Kvt0!)
Aus

� ¼ ði1; . . . ; ikÞ 2 Ak; i1 > t0

folgt sð�Þ ¼ 0, daher � 6� �0 nach (4.50). Mittels Lemma 4.1 ziehen
wir aus

i1 � t0; � 6¼ �0

den Schluß

� 6� �0:

Also ist �0 isoliert in Ak. Analog ist �0 isoliert in Al und �0 isoliert in
Am. Eigenschaft (P) bewirkt

�0 � ! f€uur ein ! 2 Al [ Am:

Wir sind fertig, falls ! ¼ �0 oder ! ¼ �0. Sei zunächst

! ¼ � 2 Al; � 6¼ �0; � ¼ ði1; . . . ; ilÞ:
Wegen �0 � � ist

sð�Þ ¼ sð�0Þ 6¼ 0:

Es folgt il � s0. Nach Lemma 4.1 ist

�0 � � � �0:
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Wegen �0 � �0 gilt

�0 6� � 8� 2 Ak

(da sð�Þ ¼ 0 8� � �0). Wie oben erwähnt, ist �0 isoliert in Al.
Wir haben abgeleitet: Falls �0 � � 6¼ �0, dann muß �0 � � für ein

� 2 Am gelten. Wäre � 6¼ �0, so würde wie oben folgen

�0 � � � �0 � �0

und daraus wie oben: �0 isoliert in Am sowie

�0 6� � 8� 2 Ak;

�0 6� � 8� 2 Al:

Das ist ein Widerspruch zu (P).
Es folgt also

�0 � �0:

Ebenso folgt aus

�0 � � 2 Am mit � 6¼ �0;

daß

�0 � �0:

Daher impliziert �0 � ! für ! 2 Anf�0; �0g die Gleichungen

sð�0Þ ¼ Lvs0
¼ sð�0Þ ¼ Mvs0

:

Das ergibt

L ¼ M:

�0 � �0 bedeutet eine Gleichung in (4.11). Wir wählen einen
zulässigen Vektor vvv, der ja eine Lösung von (4.11) darstellt. Daher
gilt mit

svvvð�0Þ ¼ Lððl� 1Þv1 þ vs0
Þ;

svvvð�0Þ ¼ Mððm� 1Þv1 þ vs0
Þ

die Identität

svvvð�0Þ ¼ svvvð�0Þ:

Mittels L ¼ M und v1 6¼ 0 erhalten wir l ¼ m, ein Widerspruch.
Damit ist die Behauptung bewiesen. 7
Folgerung 4.1. Wir setzen

�1 ¼ ðt0; r; . . . ; rÞl; �1 ¼ ðt0; r; . . . ; rÞm; �1 ¼ ð1; . . . ; 1; s0Þk:
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Es folgt analog (,,Spiegelung‘‘):

�1 � �1 oder �1 � �1:

(A) Wir setzen

�Mi � �Ma ð4:51Þ
voraus. Nach Teil I umfaßt (4.51) die Fälle (4.30), (4.31), (4.33).
Insbesondere gilt

�Ma 6� �Mi: ð4:52Þ

�Mi � �Ma ist €aaquivalent mit Llv1 ¼ kKvr 8vv 2 V :

Wir werden zeigen, daß der Lösungsraum V eindimensional ist.

Lemma 4.3. Es gelten die Voraussetzungen von Prop. 4.3. Wir nehmen

L;M > 0; K < 0

an. Weiters sei

�Mi � �Ma:

Dann gilt die Implikation

vv 2 V ; v1 ¼ 0) vv ¼ 0:

Das bedeutet

8i9ai; so da� 8vv 2 V vi ¼ aiv1;

also dim V ¼ 1.

Beweis. Der Beweis von Lemma 4.3 erfolgt indirekt. Angenom-
men vv 2 Vnf0g, v1 ¼ 0. Wegen €AAquivalenz (4.51) ist vr ¼ 0. Es
seien

s0; t0; �0; �0; �0; �1; �1; �1

wie in Lemma 4.2 und Folgerung 4.1 definiert.
Wir betrachten die Blöcke, in denen �0, �1 liegen und führen

in jedem Fall einen Widerspruch herbei. Nach Lemma 4.2 und
Folgerung 4.1 können nur die Situationen a) – d) eintreten.

aÞ �0 � �0, �1 � �1

Einsetzen in svvv liefert

Kvt0 ¼ Mvs0
; Kvs0

¼ Mvt0 :

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

K2 ¼ M2
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und wegen K < 0 < M

K ¼ �M:

Einsetzen in svvv liefert

Kððk � 1Þvr þ vt0Þ ¼ Mððm� 1Þv1 þ vs0
Þ

Kððk � 1Þv1 þ vs0
Þ ¼ Mððm� 1Þvr þ vt0Þ:

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhalten wir

ðk � 1Þðvr � v1Þ ¼ ðm� 1Þðvr � v1Þ;
also k ¼ m, ein Widerspruch.

b) �0 � �0, �1 � �1

Einsetzen in svvv liefert

Kvt0 ¼ Lvs0
; Kvs0

¼ Lvt0 :

Wie in a) schließen wir K2 ¼ L2, daher ist

K ¼ �L:

Für die Partitionen (4.30), (4.31) gilt nach (4.36), (4.37)

Ll ¼ �Kk:

In diesen beiden Fällen folgt also mittels L ¼ �K der Widerspruch
l ¼ k.

Im Fall (4.33) gehen wir wie in a) vor.
c) �0 � �0, �1 � �1

Das ergibt wie in a)

Kvt0 ¼ Lvs0
; Kvs0

¼ Mvt0 ;

also ist

K2 ¼ LM:

Aus �0 � �0 folgt wegen �Ma � �Mi:

sð�0Þ � sð�MaÞ ¼ sð�0Þ � sð�MiÞ:
Für vvv liefert das

Kðvt0
� vrÞ ¼ Lðvs0

� v1Þ:
Wegen K2 ¼ LM folgt

Mðvt0 � vrÞ ¼ Kðvs0
� v1Þ: ð4:53Þ

Aus �1 � �1 erhalten wir

Mððm� 1Þvr þ vt0Þ ¼ Kððk � 1Þv1 þ vs0
Þ:
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Die beiden letzten Gleichungen führen mittels der Beziehung (4.53)
zu

Mmvr ¼ Kkv1:

Das widerspricht der Aussage (4.52)

�Ma 6� �Mi:

d) �0 � �0, �1 � �1

Wir schließen aus
Kvt0 ¼ Mvs0

; Kvs0
¼ Lvt0 ;

daß die Relation

K2 ¼ LM

gilt.
Falls �Mi � �Ma (das entspricht dem Fall (4.33)) folgt aus �0 � �0

wie oben

Kðvt0 � vrÞ ¼ Mðvs0
� v1Þ:

Kombiniert mit �1 � �1 erhält man ebenfalls wie oben

Llvr ¼ Kkv1:

Das ist ein Widerspruch zu �Mi � �Ma.
Falls �Ma � �Mi (siehe (4.30) und (4.31)) haben wir

�Mi � �Ma;

daher ist Kkv1 ¼ Llvr. Damit folgt aus �1 � �1

Kðvs0
� v1Þ ¼ Lðvt0 � vrÞ:

Es ergibt sich mit Hilfe der Beziehung K2 ¼ LM

Mðvs0
� v1Þ ¼ Kðvt0 � vrÞ:

�0 � �0 liefert

Kððk � 1Þvr þ vt0Þ ¼ Mððm� 1Þv1 þ vs0
Þ;

daher Kkvr ¼ Mmv1, ein Widerspruch zur Annahme �Ma � �Mi.
Damit ist Lemma 4.3 bewiesen.

(B) Wir untersuchen jetzt Partitionen P mit

�Mi � �Mi; �Ma � �Ma;

das sind die Fälle (4.32)–(4.34). Hier ist

Llv1 ¼ Mmv1

Llvr ¼ Mmvr:
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Wegen v1 6¼ 0 gilt

Ll ¼ Mm;

also ist L 6¼ M. Sei o.B.d.A.

L < M:

Im ersten Teil haben wir im Fall (4.32) aus L < M die Gleichungen

Kkvr ¼ Lððl� 1Þv1 þ v2Þ; ð4:54Þ

Kkv1 ¼ Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ ð4:55Þ
abgeleitet. Wir subtrahieren (4.55) von (4.54) und erhalten

Kkðvr � v1Þ ¼ Llðv1 � vrÞ þ Lðv2 � v1Þ � Lðvr�1 � vrÞ:
Weiteres Umformen ergibt

ðKk þ LlÞðvr � v1Þ ¼ Lðv2 � v1 þ vr � vr�1Þ:
Setzen wir speziell einen zulässigen Vektor ðviÞ ein, so erhalten wir

Kk þ Ll > 0:

Es folgt

vr � v1 ¼
L

Kk þ Ll
ðv2 � v1 þ vr � vr�1Þ: ð4:56Þ

(4.56) impliziert für r > 3 die Ungleichung

L

Kk þ Ll
> 1

und für r ¼ 3 die Gleichung

L

Kk þ Ll
¼ 1:

Im Fall (4.33) haben wir die Relationen

Llv1 ¼ Mmv1 ¼ Kkvr;

Llvr ¼ Mmvr > Kkv1:

Wieder gilt wegen L < M

Kkv1 ¼ Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ:
Mittels der Beziehung Kkvr ¼ Llv1 leiten wir

Kkðvr � v1Þ ¼ Llðv1 � vrÞ � Lðvr�1 � vrÞ
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ab. Daraus folgt

ðKk þ LlÞðvr � v1Þ ¼ Lðvr � vr�1Þ:
Wie oben schließen wir

Kk þ Ll > 0

und daher

vr � v1 ¼
L

Kk þ Ll
ðvr � vr�1Þ: ð4:550Þ

Für r > 2 muß in (4.33)

L

Kk þ Ll
> 1

sein.
Analog leiten wir im Fall (4.34) für r > 2 die Ungleichung

L

Kk þ Ll
> 1

ab.
Wir nehmen o.B.d.A. im Folgenden

ggTðK; L;MÞ ¼ 1

an.
Für

r ¼ 2

ist, unabhängig von der Partition P, der Lösungsraum von (4.11)
eindimensional.

(Ba) Wir betrachten jetzt im Fall (4.32)

r ¼ 3:

Aus (4.56) folgt

Kk ¼ �Lðl� 1Þ: ð4:57Þ
(4.54) und (4.57) führen zu den Gleichungen

v3 ¼ �v1 �
1

l� 1
v2; v2 ¼ �ðl� 1Þv1 � ðl� 1Þv3: ð4:58Þ

Wir betrachten eine Lösung vv0 ¼ ðv01; v02; v03Þ des Systems (4.11),
welche v01 ¼ 0 erfüllt. (4.58) wird zu

v02 ¼ �ðl� 1Þv03;
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Da aus der Relation Ll ¼ Mm, L < M die Aussage

l > 1

folgt, muß entweder

v02 � v03 6¼ 0 oder v02 ¼ v03 ¼ 0

gelten. Angenommen

v02 � v03 6¼ 0;

das bedeutet dim V ¼ 2. Wir wählen o.B.d.A. v03 ¼ 1. Die Beziehung
(4.58) führt zu

v02 ¼ �ðl� 1Þ:
Daher ist vv0 ¼ ð0;�ðl� 1Þ; 1Þ.

Jetzt untersuchen wir die Gleichungen, welche durch die
€AAquivalenz

ð2; . . . ; 2Þk � � � 2 A

induziert werden. Wir setzen die spezielle Lösung vv0 ¼ ð0;
�ðl� 1Þ; 1Þ in diese Gleichungen ein und leiten aus den entstehenden
Relationen Widersprüche her.

a) Sei

ð2; . . . ; 2Þk � � f€uur ein � 2 Am:

Dann existieren ganze Zahlen a; b; c � 0 mit

Kkv2 ¼ Mðav1 þ bv2 þ cv3Þ:
Setzen wir die Lösung vv0 von (4.11) in obige Gleichung ein, so
erhalten wir

�Kkðl� 1Þ ¼ Mð�bðl� 1Þ þ cÞ:
Mittels der Relationen Kk ¼ �Lðl� 1Þ und Ll ¼ Mm ergibt das

mðl� 1Þ2 ¼ lð�bðl� 1Þ þ cÞ: ð4:59Þ
Daher gilt

l� 1jl � c:
Wegen ggTðl� 1; lÞ ¼ 1 haben wir

l� 1jc:
Es muß c ¼ 0 oder c � l� 1 sein. Für c ¼ 0 erhalten wir aus (4.59)
den Widerspruch

mðl� 1Þ2 ¼ �b � l � ðl� 1Þ
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(hier geht l > m � 1 ein). Der Fall c � l� 1 reduziert sich wegen

aþ bþ c ¼ m < l

auf c ¼ l� 1. Hier muß m ¼ l� 1 und a ¼ b ¼ 0 sein. (4.59) wird
zu

ðl� 1Þ3 ¼ lðl� 1Þ;
im Widerspruch zu l > 1.

b) Sei jetzt

ð2; . . . ; 2Þk � � f€uur ein � 2 Ak:

Das führt zu der Gleichung

kv2 ¼ av1 þ bv2 þ cv3 a; b; c 2 Z a; b; c � 0;

wobei aþ bþ c ¼ k ist. Es ist also

ðaþ cÞv2 ¼ ðk � bÞv2 ¼ av1 þ cv3:

Wir setzen die spezielle Lösung vv0 ¼ ð0;�ðl� 1Þ; 1Þ ein und erhalten

�ðaþ cÞðl� 1Þ ¼ c:

Das ist nur möglich, wenn a ¼ c ¼ 0 und b ¼ k ist. ð2; . . . ; 2Þk ist zu
keinem anderen Element von Ak äquivalent.

c) Zuletzt betrachten wir die €AAquivalenz

ð2; . . . ; 2Þk � � f€uur ein � 2 Al:

Es existieren ganze Zahlen a; b; c � 0, sodaß

Kkv2 ¼ Lðav1 þ bv2 þ cv3Þ
eine Gleichung in dem System (4.11) ist. Wir formen sie mittels
(4.57) um und bekommen

�ðl� 1Þv2 ¼ av1 þ bv2 þ cv3:

Die Lösung ð0;�ðl� 1Þ; 1Þ liefert

ðl� 1Þ2 ¼ �ðl� 1Þbþ c: ð4:60Þ
Es muß

l� 1jc
gelten. Wegen aþ bþ c ¼ l leiten wir (analog zu ð2; . . . ; 2Þk � �)
die Möglichkeiten c ¼ 0 oder c ¼ l� 1 oder c ¼ l ¼ 2 ab. Für c ¼ 0
folgt aus (4.60)

ðl� 1Þ2 ¼ �ðl� 1Þb;
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im Widerspruch zu b � 0, l > 1. Falls l ¼ c ¼ 2 ergeben die
Gleichungen (4.60) und aþ bþ c ¼ l den widersprüchlichen Wert
c ¼ 1. Im Fall c ¼ l� 1 erhalten wir aus (4.60)

ðl� 1Þ2 ¼ �ðl� 1Þbþ ðl� 1Þ:

Diese Identität wird nur von b ¼ 0, l ¼ 2 erfüllt. Hier ist m ¼ 1,
a ¼ 1, c ¼ l� 1 ¼ 1. Die Beziehungen

Kk ¼ �Lðl� 1Þ ðsiehe ð4:57ÞÞ und Ll ¼ Mm

führen zu

KjL; LjM:

Wegen ggTðK;L;MÞ ¼ 1 ist

K ¼ �1; L ¼ k; M ¼ 2k; vv0 ¼ ð0;�1; 1Þ:
Die Relation M ¼ 2L zieht eine Gleichung

sð�Þ ¼ sð��Þ
für ein �� 2 Al nach sich, wenn � isoliert in Ak ist. Das bedeutet für
�mi

Kððk � 1Þv1 þ v2Þ ¼ Lðav1 þ bv2 þ cv3Þ a; b; c 2 Z:

Wir setzen die Lösung vv0 ¼ ð0;�1; 1Þ ein und erhalten

1 ¼ Lð�bþ cÞ b; c 2 Z:

Es folgt k ¼ L ¼ 1 im Widerspruch zur Voraussetzung k 6¼ m.
Zusammenfassung: Wir haben im Fall r ¼ 3 von (4.32) – unter der

Annahme, daß eine nichttriviale Lösung vv 6¼ 0 von (4.11) mit v01 ¼ 0
existiert – für jedes � 2 A

ð2; . . . ; 2Þk 6� �
bewiesen. Für jede Lösung vv ¼ ðv1; v2; v3Þ 2 V von (4.11) mit v1 ¼ 0
muß daher v2 ¼ v3 ¼ 0 gelten. Es folgt dim V ¼ 1.

(Bb) Es bleibt noch in den Fällen (4.32) für r > 3 bzw. (4.33),
(4.34) für r > 2 die Ungleichung

L

Kk þ Ll
> 1

weiter zu untersuchen. Dann gilt

L j Kk:
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Daraus schließen wir die Existenz einer Primzahl p mit den
Eigenschaften

p" j Kk; p"jL; p"þ1 j L;
wobei " > 0 ganz ist. Sei nun vv ¼ ðv1; . . . ; vrÞ eine ganzzahlige
Lösung des Gleichungssystems (4.11) mit

vv 6¼ 0; ggTðv1; . . . ; vrÞ ¼ 1:

Weiters seien die Zahlen s0, t0 definiert durch

s0 ¼ minfi : p j vig; t0 ¼ maxfi : p j vig:
Diese existieren wegen der Annahme ggTðv1; . . . ; vrÞ ¼ 1. Wir
schließen im Fall (4.32) mit Hilfe von (4.54)

pjvr:

Bei Situation (4.33) folgt dies aus der Relation Kkvr ¼ Llv1.
Gleichung (4.55) impliziert in den Fällen (4.32) und (4.33)

pjv1:

Also ist in (4.32)–(4.34)

1 < s0 � t0 < r

(bei (4.34) argumentieren wir durch Spiegelung).
In die Definition der Zahlen s0, t0 geht die Lösung vv ein. Im

nächsten Lemma zeigen wir, daß s0, t0 nicht von der Lösung vv
abhängen.

Lemma 4.4. (i) In der Partition P treten die beiden €AAquivalenzen

ð1; . . . ; 1; s0Þm � ðt0; r; . . . ; rÞk;
ð1; . . . ; 1; s0Þk � ðt0; r; . . . ; rÞm

auf. Wir nennen eine solche Beziehung eine €UUberkreuzung.
(ii) Eine €UUberkreuzung kann nur für ein einziges Paar s0, t0

stattfinden. Insbesondere hängen s0, t0 nicht von der gewählten
Lösung vv ab.

Beweis. (i) Seien

�0 ¼ ðt0; r; . . . ; rÞk; �0 ¼ ð1; . . . ; 1; s0Þm:
Aus pjvr und p j vt0 erhalten wir

p j svvvð�0Þ:
Nach Konstruktion gilt

p"jL � svvvð�Þ 8� 2 Al:

Daher liegt �0 mit keinem l-Tupel in einem Block der Partition.
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Sei � � 0 so gewählt, daß

p�jK; p�þ1 j K:
Es folgt

p�þ1 j Kððk � 1Þvr þ vt0Þ:
Wenn

� ¼ ði1; . . . ; ikÞ 2 Ak; i1 > t0;

dann muß

p�þ1jsð�Þ
sein (weil pjvi 8i > t0). Also ist

�0 6� �; f€uur � ¼ ði1; . . . ; ikÞ 2 Ak; i1 > t0:

Wenn

� ¼ ði1; . . . ; ikÞ 2 Ak; i1 � t0; � 6¼ �0;

dann gilt nach Lemma 4.1 ebenfalls

�0 6� �:
Weil

�0 6� � 8� 2 Al; �0 6� � 8� 2 Aknf�0g;
muß für ein � 2 Am

�0 � �; � ¼ ðj1; . . . ; jmÞ
sein.

Analog leiten wir für ein � 2 Ak

�0 � �; � ¼ ði1; . . . ; ikÞ
ab.

Jetzt zeigen wir � ¼ 0, also

p j K:
Angenommen pjK, dann folgt aus

ggTðK;L;MÞ ¼ 1 und pjL
die Aussage

p jM:

Daraus schließen wir

p j sð�0Þ; pjsð�Þ:
Das widerspricht �0 � �.
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Daher gilt

p j K; � ¼ 0:

Wir haben bereits festgehalten, daß

p�þ1 ¼ p j sð�0Þ:

Es folgt

p jM;

weil sð�0Þ ¼ sð�Þ ist und p j sð�0Þ. Daraus schließen wir

jm � s0;

weil andernfalls pjvj für j ¼ j1; . . . ; jm. Lemma 4.1 impliziert

� � �0 oder � ¼ �0:

Aus p jM leiten wir p j sð�0Þ ab, daher

i1 � t0: ð4:61Þ
Angenommen, es wäre � � �0. Wir hätten

�0 � � � �0 � � ¼ ði1; . . . ; ikÞ:
Lemma 4.1 impliziert

i1 > t0;

das steht im Widerspruch zu (4.61). Also gilt

�0 � �0:

Analog (durch Spiegelung) erhalten wir

ð1; . . . ; 1; s0Þk � ðt0; r; . . . ; rÞm:
(ii) Eine beliebige €UUberkreuzung

ð1; . . . ; 1; sÞm � ðu; r; . . . ; rÞk; ð1; . . . ; 1; sÞk � ðu; r; . . . ; rÞm
angewendet auf einen zulässigen Vektor vv führt zu den Gleichungen

Mðm� 1Þv1 þMvs ¼ Kvu þ Kðk � 1Þvr; ð4:62Þ

Kðk � 1Þv1 þ Kvs ¼ Mvu þMðm� 1Þvr: ð4:63Þ
Aus der Annahme K ¼ �M erhielten wir durch Addition der beiden
Gleichungen

Mðm� kÞv1 ¼ Mðm� kÞvr:
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Wegen v1 6¼ vr wäre m ¼ k, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Es
muß also

K 6¼ �M

sein. Daher gilt

K2 6¼ M2: ð4:64Þ
Wir rechnen vs aus der Gleichung (4.62) aus und setzen in (4.63) ein.
Das ergibt

Kðk�1Þv1þ
K

M
ðKvuþKðk�1Þvr�Mðm�1Þv1Þ¼MvuþMðm�1Þvr:

Durch weiteres Umformen erhalten wir

ðK2 �M2Þvu ¼ ðM2ðm� 1Þ � K2ðk � 1ÞÞvr þMKðm� kÞv1:

Wegen (4.64) können wir vu als Linearkombination von v1 und vr

ausdrücken. Dabei sind die Koeffizienten unabhängig von s und u.
Ebenso sehen wir, daß sich auch vs als Linearkombination von v1 und
vr schreiben läßt, wobei die Koeffizienten nicht von s und u
abhängen.

Daher kann eine solche €UUberkreuzung nur für ein einziges Paar s0,
t0 auftreten. 7
Ergebnis. Aus Lemma 4.4(ii) folgt sofort, daß der Lösungsraum von
(4.11) eindimensional sein muß. Gäbe es zwei linear unabhängige
Lösungen, so könnte man daraus eine nichttriviale ganze Lösung mit
vs0
¼ 0 konstruieren, was einen Widerspruch zur Definition von s0

bedeutet.

Teil III. Sei

L;M > 0; K < 0:

Wir betrachten jene Partitionen, welche den Block f�Mi; �Mi; �Mag
enthalten (Fall (4.33)). Das bedeutet speziell für einen zulässigen
Lösungsvektor

Mmv1 ¼ Llv1 ¼ Kkvr: ð4:65Þ

Es wurde im ersten Teil unter Berücksichtigung von L 6¼ M

�Mi � �Ma

abgeleitet. Aus der Wahl von

L < M
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folgte

�mi � �ma; �ma � �Mi:

Die beiden €AAquivalenzen ziehen die Gleichungen

Lðv2 � v1Þ ¼ Kðvr�1 � vrÞ; ð4:66Þ

Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ ¼ Kkv1 ð4:67Þ
nach sich. Wir nehmen

ggTðK; L;MÞ ¼ 1

an.

Lemma 4.5. Unter obigen Voraussetzungen gilt für ðK;L;MÞ 2
HðPÞ:

(i) ggTðK;LÞ ¼ 1
Es ist sogar die schärfere Aussage

(ii) K ¼ �1
richtig.

Beweis. (i) Angenommen, es existiert eine Primzahl p mit

pjK; pjL: ð4:68Þ
Wegen ggTðK;L;MÞ ¼ 1 haben wir

p jM:

Sei ðviÞ ein fester zulässiger Vektor, welcher das System (4.11) löst.
Sei " � 0 maximal mit der Eigenschaft

p"jvi � v1 8i:
Also ist auch

p"jvr � vi 8i:
Wir setzen

s0 ¼ minfi: p"þ1 j vi � v1g;
�0 ¼ ð1; . . . ; 1; s0Þm:

Offensichtlich ist

s0 � 2:

Aus p jM folgt

p"þ1 jMðvs0
� v1Þ ¼ sð�0Þ � sð�MiÞ:

76 S. Grünes



Für

� ¼ ði1; . . . ; imÞ 2 Am mit im < s0

gilt

p"þ1 jM
�
Xm

u¼1

viu � v1

�

¼ sð�Þ � sð�MiÞ:

Zusammen mit Bemerkung 4.1 ergibt das

sð�0Þ � sð�MiÞ 6¼ sð�Þ � sð�MiÞ 8� 2 Amnf�0g;
das heißt

�0 6� � 8� 2 Amnf�0g: ð4:69Þ
Wegen (4.68) haben wir

p"þ1jsð�Þ � sð�MiÞ;
p"þ1jsð�Þ � sð�MaÞ:

Daraus schließen wir

�0 6� � 8� 2 Al ð4:70Þ

�0 6� � 8� 2 Ak: ð4:71Þ
(4.69)–(4.71) bilden einen Widerspruch zu (P).

(ii) Der Beweis wird ebenfalls indirekt geführt. Es existiere eine
Primzahl p mit

pjK:
Nach (i) haben wir

p j L:
Seien ", s0 wie in (i) definiert. Wir setzen

�0 ¼ ð1; . . . ; 1; s0Þl:
Wegen p j L gilt

p"þ1 j Lðvs0
� v1Þ ¼ sð�0Þ � sð�MiÞ: ð4:72Þ

pjK impliziert

p"þ1jsð�Þ � sð�MaÞ 8� 2 Ak: ð4:73Þ
�Mi � �Ma, (4.72) und (4.73) ergeben

sð�0Þ 6¼ sð�Þ 8� 2 Ak;
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das heißt

�0 6� � f€uur diese �:

Für

� ¼ ði1; . . . ; ilÞ 2 Al mit il < s0

gilt

p"þ1jsð�Þ � sð�MiÞ: ð4:74Þ
(4.72) und (4.74) kombiniert mit Bemerkung 4.1 zeigen

sð�0Þ 6¼ sð�Þ; � 6� �0 8� 2 Alnf�0g:
Durch die Bedingung (P) ist ein � 2 Am gegeben mit

�0 � �; � ¼ ði1; . . . ; imÞ:
Wir haben

im < s0;

andernfalls wäre wegen der Voraussetzung

L < M; �Mi � �Mi

die Ungleichungskette

sð�0Þ < sðð1; . . . ; 1; s0ÞmÞ � sð�Þ
richtig. Daher gilt

p"þ1jM
Xm

u¼1

ðviu � v1Þ ¼ sð�Þ � sð�MiÞ: ð4:75Þ

Vergleichen wir die Aussagen (4.72) und (4.75), dann ergibt sich

sð�0Þ 6¼ sð�Þ:
Das widerspricht der €AAquivalenz

�0 � �:
Damit ist K ¼ �1 gezeigt. 7

Die Gleichungen (4.65), (4.67) führen zu den Relationen

Llv1 ¼ �kvr; ð4:76Þ

Lððl� 1Þvr þ vr�1Þ ¼ �kv1: ð4:77Þ
Wir subtrahieren (4.77) von (4.76) und erhalten

Llv1 � Llvr � Lðvr�1 � vrÞ ¼ �kðvr � v1Þ:
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Es folgt

ðLl� kÞðvr � v1Þ ¼ Lðvr � vr�1Þ: ð4:78Þ
Sei

r ¼ 2:

Dann ist

Ll� k ¼ L; ð4:79Þ
daher

k ¼ Lðl� 1Þ:
Für r ¼ 2 ergibt (4.66)

Lðv2 � v1Þ ¼ �ðv1 � v2Þ:
Also ist

L ¼ 1; k ¼ l� 1; l ¼ Mm: ð4:80Þ
Die Gleichung (4.76) wird zu

lv1 ¼ �kv2 ¼ �ðl� 1Þv2:

Der Lösungsraum ist eindimensional.
Für

r > 2

zieht die Formel (4.78) die Ungleichungen

0 < Ll� k < L

nach sich. Es gilt

L j Ll� k

und damit auch

L j k:
Sei p eine Primzahl, " > 0 mit

p"jL; p" j k; p"þ1 j L:
Wir gehen weiter vor wie in Teil II. Die Zahlen s0, t0 werden wie

früher definiert, das heißt

s0 ¼ minfi: p j vig; t0 ¼ maxfi: p j vig:
Wegen (4.77) ist

s0 � 2:
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Mit Hilfe von (4.76) schließen wir

t0 � r � 1:

Sei vv ¼ ðv1; . . . ; vrÞ eine ganzzahlige Lösung des Systems (4.11). In
Teil II haben wir gesehen, daß s0, t0 nicht von der gewählten Lösung vv
abhängen. Weiters haben wir die €AAquivalenzen

ð1; . . . ; 1; s0Þm � ðt0; r; . . . ; rÞk;
ð1; . . . ; 1; s0Þk � ðt0; r; . . . ; rÞm

gezeigt. Diese führen für K ¼ �1 zu den Gleichungen

Mðvs0
� v1Þ ¼ ð�1Þðvt0 � vrÞ; ð4:81Þ

ð�1Þðvs0
� v1Þ þ Lðvr�1 � vrÞ ¼ Mðvt0 � vrÞ: ð4:82Þ

Bei der Ableitung von (4.82) haben wir die Beziehung (4.77)
verwendet. Addition von (4.81) und (4.82) ergibt

ðM � 1Þðvs0
� v1 þ vr � vt0Þ ¼ Lðvr � vr�1Þ:

Da

vr � vt0 � vr � vr�1; vs0
� v1 > 0

ist, erhalten wir

M � 1 < L:

Das widerspricht der Voraussetzung

L < M:
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